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Resumen

La presente obra representa un esfuerzo por explicar de manera exhaustiva temas seleccionados de un
curso de Célculo Diferencial en Varias Variables que son, a grandes rasgos, las funciones de varias
variables, limites y continuidad, derivadas parciales y diferenciabilidad y derivadas de orden superior, a
través de ejemplos resueltos minuciosamente y con el acompafiamiento de los conceptos preliminares
indispensables para una mejor comprension de los temas mencionados.

Funciones de varias variables, Limites, Continuidad, Derivadas parciales



Abstract

This work represents an effort to exhaustively explain selected topics from a Differential Calculus in
Several Variables course, which are, broadly speaking, the functions of several variables, limits and
continuity, partial derivatives and differentiability and higher order derivatives, to through examples

resolved in detail and accompanied by preliminary concepts essential for a better understanding of the
above topics.

Functions of several variables, Limits, Continuity, Partial derivatives



Prefacio

En el proceso de ensefianza del calculo diferencial en varias variables, uno de los principales retos
académicos a los que se enfrenta un docente es que el estudiante no posea una base sélida de calculo
diferencial en una variable y de otras disciplinas que son el requisito previo para lograr un mejor
entendimiento del calculo.

Con la finalidad de mitigar esta problematica, el presente libro ha sido disefiado de modo que el
lector disponga de ejemplos resueltos y explicados a detalle, sin saltarse pasos, asi como de los conceptos
y técnicas de calculo de una variable, algebra y geometria analitica sobre los que se sustentan la teoria y
procedimientos de resolucion de los ejemplos mostrados y ejercicios propuestos, los cuales son
presentados de manera natural en el desarrollo de los temas; es decir, los elementos béasicos que
constituyen el antecedente de los contenidos de este libro se van incorporando antes de la definicion que
lo requiera, o bien, durante la explicacion de los ejemplos resueltos, con la intencion de llevar de la mano
al estudiante en su proceso de aprender los temas que forman parte de este libro de texto.

Por lo antes mencionado, esta obra ha sido pensada como una herramienta de apoyo en los cursos
de Célculo Multivariable dirigidos a estudiantes de ingenieria, cumpliendo asi con la linea de
investigacion de Ingenieria Educativa, perteneciente al Doctorado en Ingenieria de la Universidad Marti.



Proélogo

La presente obra estd conformada de cuatro capitulos donde se desarrollan, a traves de ejemplos
explicados de manera exhaustiva, los elementos basicos de la teoria del célculo diferencial en varias
variables, iniciando con las funciones y sus graficas, para posteriormente revisar los métodos para
calcular limites y derivadas parciales, asi como los criterios que permiten determinar cuando una funcion
es continua o diferenciable, hasta terminar con el andlisis y resolucion de problemas de optimizacion,
basados en la teoria de maximos y minimos.

Si bien es cierto que tiene como antecedente temas de algebra lineal, célculo de una variable y
geometria analitica, aqui se proporcionan de manera breve y oportuna los conceptos que son
indispensables para un mejor entendimiento de los saberes que competen a este libro.

En el Capitulo 1. Funciones de Varias Variables se definen y caracterizan a las funciones, tanto
de valores reales como de valores vectoriales, enfatizando en su dominio y su gréfica; también se
contemplan los tipos de funciones y la operacion composicion. En particular, en la seccion 1.1, se definen
los conjuntos R™ que son fundamentales para entender como esté estructurada una funcién. En la seccion
1.6, se resumen las ecuaciones y gréficas de las cénicas (seccion 1.6.2) y de las superficies cuédricas
(seccion 1.6.3) como requisito necesario para representar a las graficas de las funciones reales de dos
variables.

En el Capitulo 2. Limites y Continuidad se establece el concepto de limite de manera intuitiva,
asi como los principales métodos para resolver limites de funciones en varias variables, centrando la
atencion en las funciones reales de dos variables, para las que se incluyen los limites direccionales vy el
método de coordenadas polares. También se define la continuidad de una funcién en un punto y los tipos
de discontinuidad y se enuncian las propiedades de las funciones continuas.

El Capitulo 3. Derivadas Parciales y Diferenciabilidad consta de cuatro secciones donde, a
grandes rasgos, se estudian las derivadas parciales, la matriz Jacobiana y diferenciabilidad, la regla de la
cadena, el vector gradiente y la derivada direccional. La seccion 3.1 sobre derivadas parciales considera
la interpretacion geométrica y la interpretacion fisica de las derivadas parciales de funciones reales de
dos variables; en la seccion 3.2, sobre matriz Jacobiana y diferenciabilidad, ademéas de detallar ambas
nociones, se establece la relacidn entre la diferenciabilidad y la continuidad de una funcion; en la seccion
3.3, sobre reglas de diferenciacion, se profundiza en la regla de la cadena y sus aplicaciones; mientras
que, en la seccion 3.4 se emplea el gradiente de una funcidn para caracterizar a la derivada direccional y
definir una ecuacion para el plano tangente a una superficie diferenciable. Méas aun, en las secciones 3.2
y 3.3, se incorporan la definicién de matriz y sus operaciones basicas como precedente de la matriz
Jacobiana y las reglas de diferenciacién. En la seccion 3.4 se proporcionan conceptos basicos de la teoria
de vectores para favorecer la comprension del vector gradiente y de la derivada direccional.

El Capitulo 4. Derivadas de Orden Superior, ademas de ilustrar con ejemplos el proceso para
encontrar las derivadas de orden superior, contiene la teoria de maximos y minimos de una funcion real
de dos variables, destacando el criterio de la segunda derivada, el método de los multiplicadores de
Lagrange y sus aplicaciones (problemas de optimizacion).

Asi mismo, al final de cada capitulo se proponen los ejercicios correspondientes a los temas mas
relevantes de éste, cuyas respuestas se encuentran disponibles en el Apéndice C. Ademas, todas las
graficas mostradas en este libro fueron generadas con la aplicacion de escritorio de la version 6.0 de la
calculadora GeoGebra Clasico y GeoGebra 3D, que forman parte de la Suite Calculadora GeoGebra;
mas aun, en el Apéndice B, se describe como fueron utilizados ambos graficadores. También se cuenta
con el Apéndice A, que contiene formulas basicas de algebra y trigonometria, donde algunas de éstas
fueron aplicadas durante la resolucion de los ejemplos.

Por ultimo, se incluyen las referencias de donde fue inspirada la teoria de esta obra y surgieron
algunos de los ejemplos resueltos y los ejercicios propuestos, mismos que fueron adaptados y
desarrollados de manera diferente, con una explicacion mas detallada que los ejercicios originales.



Capitulo 1. Funciones de Varias Variables

1.1 Introduccién

Desde la educacidn basica en la que se aprende a contar y a realizar las operaciones aritméticas, hasta los
niveles medio y superior donde se estudian asignaturas mas avanzadas como algebra, trigonometria y
geometria analitica, juega un papel esencial el conjunto de los numeros reales. En particular, en el curso
de célculo, este conjunto es fundamental para definir y caracterizar las funciones que dependen de una o
mas variables, que son el principal objeto de estudio de este libro.

El conjunto de todos los nimeros reales, representado por R, esta constituido por los nimeros
racionales y los numeros irracionales. Los numeros racionales son aquellos que pueden expresarse como

. ey a f 1 3 1 16 7 21 .
un cociente o division de enteros -, con b # 0, por ejemplo, — -, -, — 7, Que tienen a su vez

4’ 2’55’10’
una representacion decimal finita o infinita periddica, es decir:

1 _03333...2=0.75-2=-05,2%=0.290909090 ..., =~ = 0.7,
3 2 55 10

4

—% = —1.6153846153846153846 ...

Ademas, dentro del conjunto de los nimeros racionales se encuentran incluidos todos los nimeros
enteros. Por otro lado, los nimeros irracionales no se pueden expresar como una division de enteros y
tienen una representacion decimal infinita no periddica, por ejemplo:

V2 = 1.41421356237 ..., = 3.14159265359 ...,e = 2.71828182846 ...,

—/3 = —=1.73205080757 ... ,= = 1.0471975512 ... ,—e? = —7.38905609893 ...
3

. . 50 , .
Es importante destacar que, expresiones tales como o' 5 v—1,+/=2 no son nimeros reales. Mas
ejemplos de nimeros reales son:

—9.0,117, ; 195 -6.85, 72, /18, —/5, 2, sen(20), In(56).

4
Mientras que, no son nimeros reales:

V=3,v/-7, %, %, In(0), In(—3), oo, —0.
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Todos los numeros reales pueden representarse geometricamente en la recta numérica, asociando
a cada namero real un punto sobre la recta, como se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1 Representacion geométrica de algunos nimeros reales

E C
———— &

A
2 % 4

o |
@

-6 5 -4 -3 ErRANNS i) 1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Donde el punto A esta asociado al nimero 3, el punto B esta asociado a —%, el punto C esta

asociado a v/2, el punto D le corresponde a —, el punto E es a § y F a —1.65. (Swokowski y Cole,
2009).

Los principales subconjuntos de numeros reales son los intervalos, los cuales son acotados cuando
los nimeros reales que los conforman se encuentran comprendidos entre dos nimeros reales dados,
digamos a y b, con a < b (a menor que b), conocidos como extremos del intervalo; mientras que los
intervalos no acotados son aquellos donde s6lo uno de sus extremos es un nimero real, esto es, sus
elementos son nimeros reales mayores que un namero real dado, digamos a, 0 menores que un nimero
real dado, digamos b. De este modo, considerando a, b numeros reales tales que a < b, se definen a
continuacion los diferentes tipos de intervalos, acotados y no acotados, junto con su notacion de conjunto
Yy Su representacion geométrica.

Intervalos acotados

Intervalo abierto (a, b): Es el conjunto de los nimeros reales mayores que a y menores que b, de modo
que a y b no estan dentro del intervalo. En notacion de conjunto se escribe (a, b) = {x € R|a < x < b}.
El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que pertenecen a R tal que a es menor que x y x €s
menor que b”.

Intervalo cerrado [a, b]: Es el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a y menores
o0 iguales que b, de modo que a y b si estan dentro del intervalo. En notacion de conjunto se escribe
[a,b] = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que pertenecen a R tal
que a es menor o igual que x y x es menor o igual que b”.

Intervalo semi abierto por la izquierda (a, b]: Es el conjunto de los nimeros reales mayores que
a y menores o iguales que b, de modo que a no esta dentro del intervalo, pero b si. En notacion de
conjunto se escribe (a, b] = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que
pertenecen a R tal que a es menor que x y x es menor o igual que b”.

Intervalo semi abierto por la derecha [a, b): Es el conjunto de los nimeros reales mayores o
iguales que a y menores que b, de modo que a si estd dentro del intervalo, pero b no. En notacion de
conjunto se escribe [a, b) = {x € R|a < x < b}. El conjunto anterior se lee: “El conjunto de los x que
pertenecen a R tal que a es menor o igual que x y x es menor que b”.

Ademas, en cada uno de los intervalos acotados, a es el extremo izquierdo del intervalo y b es el
extremo derecho de este. Ver los ejemplos correspondientes en la tabla 1.1.



Tabla 1.1 Ejemplos de intervalos acotados

Intervalo | Notacion de conjunto Representacion geométrica
(=2,2) fxeR|—2<x<2} e o s X o ra T i
[_5’3] {x € ]Rl - 5 S x S 3} -‘--E -=ﬁ -2 =3 =& =1 L] 1 2 E 4 -] i éd-

(—4,-1] {xeR—-4<x<-1} g

[0,5) {x e R|0 < x < 5} - » 9 8;.1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Intervalos no acotados
Anélogamente, se definen en notacién de conjunto los intervalos no acotados.
(a,») = {x € R|x > a} es el conjunto de todos los nimeros reales mayores que a.
[a, ) = {x € R|x = a} es el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales que a.
(—o0,b) = {x € R|x < b} es el conjunto de todos los nimeros reales menores que b.
(—o0,b] = {x € R|x < b} es el conjunto de todos los nimeros reales menores o iguales que b.
Notese que, cuando el extremo derecho del intervalo es oo 0 el extremo izquierdo es —oo, dichos
extremos no se encuentran dentro del intervalo por no ser nimeros reales y, en consecuencia, en la
notacion de intervalo estos extremos se rodean siempre con un paréntesis. Ademas, el conjunto de todos

los nimeros reales también puede denotarse como el intervalo no acotado (—oo, ). Ver los ejemplos en
latabla 1.2.

Tabla 1.2 Ejemplos de intervalos no acotados

Intervalo Notacion de conjunto Representacion geométrica
(0,0) {x € R|x > 0} - . e
[~4, ) x € Rlx = —4} % = % 3 2 4 0 1 I 3 4 5 'LE:'E
(—0,2) {x € R|lx < 2} ‘>
(—oo, _1] {x € Rlx S _1} ﬁ . 4 =2 a2 3 0 1 2 3 4 5 s‘

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico
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Una vez que se ha definido el conjunto de numeros reales, R, asi como sus principales
subconjuntos, los intervalos, los cuales se utilizan en el curso de Calculo de una Variable para representar
el dominio y el rango de una funcion real de una variable, se esta en posicion de definir conjuntos méas
generales a partir de R, que se ocuparan mas adelante para expresar el dominio y el rango de funciones
de varias variables. Dichos conjuntos son de la forma R™, donde n es un nimero entero positivo (nimero
natural), que se define como el conjunto de todas las n-adas ordenadas de nimeros reales. En notacion
de conjunto se escribe R™ = {(xy, x5, ..., Xp) | X1, X3, ..., X, € R}. En el caso particular en que n = 2, R?
es el conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales, los cuales pueden representarse en el
plano cartesiano. En notacién de conjunto se expresa por R? = {(x,y)|x,y € R}. Graficamente el
conjunto R? queda representado por todo el plano cartesiano, como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2 Representacion del conjunto R? (plano cartesiano)

-
o

Y

- N W s> >

X
A 29T 8 7 5 5 % 3 2 0] 1 2 3 45 & 7 F 8 ezt
-1
-2
-3
4
-5
5

d |

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Algunos ejemplos de elementos de R? (pares ordenados de coordenadas reales) son los siguientes:
(8,0),(1,1),(0,5),(—3.5,2.1),(—8,0), (— % — g) ,(—m, —2m), (0,—5), pares ordenados que pueden
asociarse con su respectivo punto ubicado en el plano cartesiano, como se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3 Ejemplos de elementos de R? (pares ordenados)

Y

- N W e o>

.
-

~
-14 =

4121294110 -% -8 -T -6 -5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 58 8 T & 9 10 11 12 13 4

_,vv

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

Ademas, cualquier conjunto de pares ordenados de coordenadas reales define un subconjunto de
R?2; por ejemplo, el conjunto de los pares ordenados (x, y) tales que x > y es un subconjunto de R? y su
notacion de conjunto es {(x, y) € R?|x > y}. Su representacion geométrica se muestra en la figura 1.4.



Figura 1.4 Representacion grafica del conjunto {(x, y) € R?|x > y}

Ty

- N W e = o>

Ml 2103 8 7 % 5 <3 =2 _1',0" 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 1;'1
P
"
-3
T
-
-

-7y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

Donde la parte sombreada de azul es la porcion del plano cartesiano que representa al conjunto
en cuestion. Notese que la linea punteada indica que se excluye la recta identidad y = x. Algunos
elementos de dicho conjunto son los pares ordenados:

(0.5,0.45), (5,3.7),(—2,-2.5),(0,-5),(3,-2),(-5,—-6), (4, —4), (47r, — g) donde la coordenada x
cumple con ser mayor que la coordenada y. Ver la figura 1.5.

Figura 1.5 Ejemplos de elementos del conjunto {(x,y) € R?|x > y}

K

- N W e = >

“/l',"l 044 852,14 o
14-13-12-11-10 -8 -8 -7 6 -5 —4 -3 -2 -13] 4 2 3 & 5 & 7 & 9 10 11 42 13 14

|

-Z_ . .“

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Un segundo ejemplo de subconjunto de R? es el conjunto de los pares ordenados (x, y) tales que
x% + y? = 16 y su notacion de conjunto es {(x,y) € R?|x? + y? = 16}. Su representacion geométrica
se muestra en la figura 1.6.
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Figura 1.6 Representacion grafica del conjunto {(x,y) € R?|x? + y% = 16}

W

s
1°2.:3 8 6 7 & 9 10 11 12 13 14

AR A3 =12 =t =10 B =8 =T -0 -5 -

-

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

La circunferencia azul con centro en el origen (0,0) y radio 4, es la curva que representa al
conjunto en cuestién. Algunos elementos de dicho conjunto son los pares ordenados:

(410)t (_4t0)t (014)t (0! _4)r (3; \/7), (_3, \/7), (_\/7, _3), (\/7, —3)

En el caso en que n = 3, R3 es el conjunto de todas las ternas ordenadas de niimeros reales, que
pueden representarse en el espacio (sistema de coordenadas tridimensional). En notacion de conjunto se
escribe R® = {(x, v, z)|x, v, z € R}. Graficamente el conjunto R? queda representado por todo el espacio
0 sistema de coordenadas tridimensional, como se muestra en la figura 1.7.

Figura 1.7 Representacion del conjunto R3 (sistema de coordenadas tridimensional)

8 &
7
3
5
4
4 3 oM,
L0, o 510
3 2 e -
"’1-,‘-6 8 s '_(,5- >
,,.V‘_._“ s 1 3 _f‘(_,-
SR gt e R
E i"b_ﬁ;f'l =
W g e S
" 1 -~3
+ B0 .1 »
8 e -2 39
9 B, 2 10
14 10— —a!

b 3

: a
5

Fuente: Elaboracion propia con GeoGebra 3D

Donde, el eje x es el de color rojo, el eje y es el de color verde y el eje z es el de color azul; este
ualtimo tendrad siempre una orientacion vertical, perpendicular a los otros dos ejes. Ademas, los ejes
coordenados x y y forman el plano coordenado xy, cuya ecuacion es z = 0; los ejes coordenados x y z
forman el plano coordenado xz, de ecuacion y = 0; los ejes coordenados y y z forman el plano
coordenado yz, de ecuacion x = 0. Ver la figura 1.8.
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Figura 1.8 Representacion del conjunto R3 (sistema de coordenadas tridimensional)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

El plano naranja representa el plano coordenado xy, de ecuacion z = 0. Analogamente, el plano
morado representa el plano coordenado xz, de ecuacion y = 0; mientras que, el plano azul es el plano
coordenado yz, de ecuacion x = 0. Para recordar la ecuacion de cada uno de los planos coordenados,
notese que ésta se construye igualando con 0 la variable que corresponde al eje que no forma al plano en
cuestion.

Algunos ejemplos de elementos de R3 son las siguientes ternas ordenadas de coordenadas
reales: A = (4,6,5),B = (4,0,0),C = (0,0,0),D = (4,6,0),E = (0,6,0), F = (4,0,5),G = (0,0,5),H =
(0,6,5), mismas que, en este caso, se corresponden con los vértices del paralelepipedo dado en la figura
1.9.

Figura 1.9 Ejemplos de elementos de R3 (ternas ordenadas)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Notese que, el punto € = (0,0,0) es el punto de interseccion de los tres ejes coordenados,
conocido como el origen de coordenadas o simplemente origen del sistema de coordenadas
tridimensionales; el punto B = (4,0,0) esté sobre el eje x, E = (0,6,0) esté sobre el eje y, G = (0,0,5)
esta sobre el eje z; el punto D = (4,6,0) esta sobre el plano xy, F = (4,0,5) esta sobre el plano xz, H =
(0,6,5) sobre el plano yz. Finalmente, el punto A = (4,6,5) esta ubicado en la region del espacio
determinada por la parte positiva de los tres ejes coordenados, conocida como el primer octante.
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Asi mismo, se pueden identificar otros siete octantes del siguiente modo: El segundo octante es
la region del espacio determinada por la parte negativa del eje x y la parte positiva de los ejes y y z; el
tercer octante esta determinado por la parte negativa de los ejes x y y y la parte positiva del eje z; el
cuarto octante, por la parte positiva de los ejes x y z y la parte negativa del eje y. Luego, el quinto octante
es laregion del espacio ubicada debajo del primer octante, el sexto octante es la region debajo del segundo
octante, el séptimo octante esta debajo del tercero y, el octavo octante, debajo del cuarto. A continuacion,
se presentan mas ejemplos de ternas ordenadas representadas con su respectivo punto en el sistema de
coordenadas tridimensional, donde cada punto pertenece a uno de los diferentes octantes.

A=(343),B=(-356),C=(-3,-45),D =(4,-43),E = (3,4,-3),
F =(-52,-2),6 =(-3,-5,-2),H = (4,-2,-3)

Especificamente, el punto A pertenece al octante I, B pertenece al octante Il, C al octante Ill, D
al octante 1V, E al octante V, F al VI, G al VIl y H al VIII. Ver la figura 1.10(a)-(c).

Figura 1.10 (a) Elementos de R3 ubicados en los octantes del I al IV

C en octante Il

L Y B en octante ||
z
®
5
4
D en octante IV
o 3
A0 : 2 Aenoctante| g%
——— - e
y 55
;_é VG

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Figura 1.10 (b) Elementos de R3 ubicados en los octantes del V al VIII

-3

H en octante V|

Gen Qgtameg’\/ll

i
i

i
F en octante VI

E en octante V

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Figura 1.10 (c) Elementos de R® ubicados en los diferentes octantes

B en octante |l

*

i
!

F en octa\ﬁte Vi

E en octante V

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Mas aun, cualquier conjunto de ternas ordenadas de coordenadas reales define un subconjunto de
R3; por ejemplo, el conjunto de las ternas ordenadas (x,y,z) tales que x? +y? +z2 =1 es un
subconjunto de R3 y su notacion de conjunto es {(x,y,z) € R3|x? + y? + z? = 1}. Su representacion
geométrica se muestra en la figura 1.11.

Figura 1.11 Representacion grafica del conjunto {(x,y,z) € R3|x? + y% + z? = 1}

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

La esfera azul con centro en el origen (0,0,0) y radio 1, es la superficie que representa al conjunto
en cuestion.  Algunos elementos de dicho conjunto son las ternas ordenadas

(01011)1 (11010)1 (01110)1 (O) _110)1 (_11010)1 (_ %1%1 %) ) (%; - %; %)

Una vez definidos los conjuntos IR™, se esta en condiciones de establecer el concepto méas
importante del calculo, que es el concepto de funcién.

1.2 Funciones de varias variables

Al calcular el area A de un rectangulo de base b y altura h, la formula dada por A = bh representa una
funcion donde el area depende de la base y la altura. De manera semejante, la velocidad v con que se
desplaza un automavil depende de la distancia d recorrida y el tiempo t empleado para recorrer dicha
distancia, relacion que se expresa por v = d/t. Asi mismo, la presion P de un gas en un punto (x,y, z)
del espacio tridimensional es una regla de correspondencia entre la presion y las tres coordenadas del
punto, donde la presién P varia conforme cambian los valores que toman x, y y z. En los tres casos, las
situaciones indicadas son ejemplos de funciones reales de varias variables.
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En esta seccion se estudia la definicion mas importante del célculo, que es la definicion de
funcidn, haciendo distincion entre funciones de una y varias variables, asi como entre funciones de
valores reales y funciones de valores vectoriales, lo cual se ilustra mediante ejemplos.

1.2.1. Definicién de funcion

Sean R™ y R™ dos conjuntos, donde n y m son ndmeros enteros positivos (n,m > 1). Se define una
funcion f de R™ en R™, f: R™ — R™, como una regla de correspondencia que asigna a cada elemento
P de R™ un unico elemento w de R™, tal que w = f(P). De este modo, w = f(xq, x5, ..., x,) para P =
(%1, %2, .., X,) € R, donde xq,x,...,x, Son las variables independientes y w es la “variable”
dependiente de la funcion f. Si n =1, entonces P es una variable, digamos por ejemplo x, en
consecuencia f(P) = f(x); sin = 2, entonces P es un par ordenado, digamos P = (x,y), luego f(P) =
f(x,y); si n =3, entonces P es una terna ordenada, digamos P = (x,y, z), en consecuencia f(P) =
f(x,y,z). Andlogamente, si m = 1, entonces w es un numero real, dado por una expresion algebraica
(donde se combinan constantes y variables mediante las operaciones basicas de suma, resta,
multiplicacién, division, potenciacion y radicacién) o por una expresion trascendente (que involucra
funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas). Si m = 2, entonces w es un par ordenado o
vector de dos componentes que estan definidas mediante una funcion algebraica o trascendente; si
m = 3, entonces w es una terna ordenada donde cada coordenada o componente esta definida mediante
una funcion algebraica o trascendente.

1.2.2 Funciones de la forma f: R" - R™
En general, la funcion f: R™ - R™ es una funcién de una variable si n = 1 y es una funcion de varias
variables sin > 1. Ademas, se dice que es una funcion que toma valores reales sim = 1y es una funcién

que toma valores vectoriales si m > 1. Por lo tanto, f: R™ — R™ con n,m > 1, es una funcién de varias
variables con valores vectoriales y se denota por:

f(x1, %2, 0, xp) = (fl(xl,xz, v X )y f2 (%1, X2, vy X)),y wons fir (X1, X2, ...,xn))
O bien, por:
fP) = (fi(P), fo(P), .., fu (P)),
donde P = (x4, %3, ..., xn) E R™ Y fi, f5, ..., frs SON las funciones componentes de f.

A continuacion, se muestran ejemplos de funciones de la forma f: R" — R™, donde n,m son
nlmeros enteros positivos.

Tabla 1.3 Ejemplos de funciones de una variable

Funcién ' De donde a donde va Observacion

fx)=x fiR->R f s6lo depende de la variable x
(x es la variable independiente)

g = (,y?) g:R - R? g solo depende de la variable y
(y es la variable independiente)

hr) = 1 - h:R - R? h solo depende de la variable r
() = (?’Cosr’e ) (r es la variable independiente)
p(t) = (t2 = 5t + 1, Int,\t,t — 3) p:R - R* p s6lo depende de la variable t

('t es la variable independiente)

Fuente: Elaboracion Propia
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Notese que cada una de las funciones propuestas en la tabla 1.3 son evaluadas en elementos del
conjunto R™, conn = 1, donde R! = R; es decir, son evaluadas en nimeros reales. Asf, si se considera

., 1 , . - p
la funcion h(r) = (;, CoST, er), que depende unicamente de la variable r, ésta se puede evaluar en un
, e - . . . 1
namero real especifico sustituyendo la variable por dicho valor, por ejemplo h(2) = (E’ cos2, ez), esel

valor que toma la funcion h en r = 2, donde cada una de las coordenadas, %,cosz,ez, son numeros
reales; sin embargo, para r = 0, h(0) implicaria tener, en la primera coordenada, 0 en el denominador
de una fraccion, esto es, % lo cual no representa un nimero real. De aqui que, se intuye que la funcion h
NO debe ser evaluada en 0.

Tabla 1.4 Ejemplos de funciones de varias variables

Funcién De donde a Observacion
donde va
fxy)=x+y fiR? >R f depende de dos variables, x y y (x y y son las

variables independientes)

g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g depende de dos variables, u y v (u y v son las
variables independientes)

F(x,y,2) = \/16 —xZ—y2 22 F:R®->R F d_epende_z de tres \{ariables, xX,yYz(x,yYzsonlas
variables independientes)

h:R3 > R3 h depende de tres variables, , s y t (r, s y t son las

1
— 2 _ r+2s-3t . - .
h(r,s,t) = (rs,cosr t.e ) variables independientes)

p(t,uw) = (t? — 5tu + 2u, tlnu, Vut,u — 3t) p:R? > R* p depende de dos variables, t y u (¢t y u son las
variables independientes)

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.4 son evaluadas en elementos de R"™, con
n > 1; es decir, son evaluadas en n-adas ordenadas de numeros reales. Si se considera la funcion
F(x,y,z) = /16 — x2 — y2 — z2 que depende de las variables x, y y z, ésta se eval(a en ternas
ordenadas de nimeros reales (x,y, z), esto es, en elementos de R3. Por ejemplo, evaluar la funcién F en
(0,0,0) significa reemplazar las variables por 0, llegando a que F(0,0,0) = 4. Por otro lado, la funcion
F no toma un valor real cuando se evalia en la terna (5,0,0), puesto que F(5,0,0) =
V16 — 25 — 0 — 0 = v/—9 NO es un nmero real.

Tabla 1.5 Ejemplos de funciones de valores reales

Funcién \ De donde a donde va Observacion
fx)=x fiR->R f toma valores reales
gu,v) = u? + v? g:R? > R g toma valores reales

F:R®-> R F toma valores reales

F(x,y,z) =\/16—x2—y2 —z2

h(r,s,t,u) = cost — 3sr? + 2u hR*-> R h toma valores reales

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.5 toma valores en el conjunto R™, conm = 1;
esto es, toma valores reales, puesto que cada funcién esta definida mediante una expresion algebraica o
trascendente o mediante operaciones entre estas.

Si se considera la funcion h(r,s,t,u) = cost — 3sr? + 2u, que depende de las variables
T, s, t, u, ésta se evalGa en elementos de R* de la forma (7, s, t,u), de modo que el valor que toma la
funcidén es un namero real. Por ejemplo, evaluar la funcién h en el punto (3,2,0, —1) significa sustituir
r=3,s=2,t=0,u=—1,esdecir:
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h(3,2,0,—1) = cos0 —3(2)(3)* +2(—-1) =1—-54—2 = =55

que da como resultado un namero real. Analogamente, se pueden evaluar las otras funciones de la tabla
anterior y, en cada caso, se espera que la funcion tome valores reales. Por ejemplo: f(7) = 7 es un
nimero real, g(—1,3)=(-1)2+3)?=1+9=10 es un nGmero real y F(2,—13) =
V16 — (2)2 — (—1)2 — (3)2 = V16 — 4 — 1 — 9 = v/2 es un namero real.

Tabla 1.6 Ejemplos de funciones de valores vectoriales

Funcién De donde a donde va Observacion
fO)=0.y») f:R - R? f toma valores vectoriales
g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g toma valores vectoriales

1 ¢ F:R- R3 F toma valores vectoriales
F(t) = ?,cost,e
1 .3 3 ;
h(r,s,t) = (_'Cosrz _ t,er+25_3t) hR® >R h toma valores vectoriales
rs
p(t,u) = (t? — 5tu + 2u, tinu, Vut) p:R? > R3 p toma valores vectoriales

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que cada una de las funciones de la tabla 1.6 toma valores en el conjunto R™, conm > 1;
esto es, toma valores vectoriales, puesto que cada funcion esta definida mediante una m-ada ordenada o
vector de m componentes. Si se considera la funcion

p(t,w) = (£ — 5tu + 2u, tinu,Vut)

que depende de las variables ¢,u, ésta se evalla en elementos de R? de la forma (t,u), de modo que la
funcion toma valores en R3; es decir, la funcion p toma valores que ya NO son nlimeros reales sino
vectores de tres coordenadas o componentes que, a su vez, son las funciones:

p.(t,u) = t? — 5tu + 2u
p,(t,u) = tinu

p3 (t, u) = \/E

De este modo, evaluar la funcion p significa evaluar cada una de sus funciones componentes.
Luego, en el par ordenado (1,1) se tiene lo siguiente:

p(1,1) = (D2 = 5(D() + 2(1), (VIn(D), /D D) = (-2,0,1)

Donde p(1,1) = (—2,0,1) es un elemento de R3 que corresponde al valor de la funcién en (1,1). Se debe
tener cuidado en cémo elegir los pares ordenados (t, u) para que todas las funciones componentes de p
estén bien definidas, esto es, tomen valores reales. Por ejemplo, en el par ordenado (0,0) las funciones
componentes p, Y ps si toman valores reales (estan definidas), de hecho, ambas toman el valor de 0;
mientras que la funcién componente p, no toma un valor real, debido a que el logaritmo natural se
indefine en 0. Se concluye que no es conveniente evaluar la funcion p en (0,0).
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Analogamente, evaluando las otras funciones de la tabla anterior en elementos adecuados, se llega
a lo siguiente:

1 1 [(1)\? 11
f (E) = (E' (E) ) = (E'Z) es un par ordenado o un vector de dos componentes reales.

g(—=1,3) = ((—1)(3), (-1D?% - 3(3)) = (—3,—8) es un par ordenado o un vector de dos componentes
reales.

1 1
F(m) = (;, COST, e”) = (;, -1, e") es una terna ordenada o un vector de tres componentes reales.

1

11y _ [ 1 1 2+42(3)-3(3) )\ _ 1
h (2,5,5) = (@ cos(2)? — e ) (3)> = (1, cos4 -, ez) es una terna ordenada o un vector

de tres componentes reales.
Tabla 1.7 Ejemplos de funciones de varias variables con valores vectoriales

Funcién De donde a donde va Observacion
g, v) = (uv,u? — 3v) g:R? > R? g es una funcion de dos variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
pares ordenados o vectores de dos componentes

hR3 > R3 h es una funcién de tres variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
ternas ordenadas o vectores de tres componentes

1
h(r,s, t) = (—,cosr2 - t,er+25‘3t>
rs

p(t,u) = (t? — 5tu + 2u, tinu, Vut) p:R? > R3 p es una funcion de dos variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcion son
ternas ordenadas o vectores de tres componentes

F:R3 - R? F es una funcion de tres variables con valores
vectoriales. Los valores que toma la funcién son
pares ordenados o vectores de dos componentes

1
F(x,y, Z) — (E' ex+2y—32)

Fuente: Elaboracion Propia

Notese que, cada funcion de la tabla 1.7 es evaluada en elementos de R™, con n > 1; es decir, es
evaluada en n-adas ordenadas de nimeros reales. Ademas, cada funcion toma valores en el conjunto R™,
con m > 1; esto es, toma valores vectoriales, puesto que cada una esta definida mediante una m-ada
ordenada o vector de m componentes. Por ejemplo, la funcion g(u, v) = (uv,u? — 3v) depende de dos
variables u y v, esta definida por las funciones componentes: g,(u,v) = uv y g,(u,v) = u? — 3v.
Dicho de otro modo, a la funcién g “entra” un par ordenado (u, v) y “sale” otro par ordenado de la forma

(gl (u, U), 9> (u! U))

Luego, para el par ordenado (1, —2) se tiene lo siguiente:

9(1,-2) = ((D(-2),(1)? =3(-2)) = (-2,7)

Donde g(1,—2) = (—2,7) es un elemento de R? que corresponde al valor que toma la funcién g
en (1,—2). En el caso particular de la funcién g podemos observar que sus dos funciones componentes
g1 Y g estan bien definidas (toman valores reales) en cualquier elemento (u, v) de R2.
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1.3 Elementos de una funcion: Dominio y Rango

Una vez estudiada la definicion de funcion, es el turno de analizar los elementos que la caracterizan, que
son el dominio y el rango, conjuntos que se construyen a partir de los conjuntos R™. En la seccion anterior
se pudo percibir que las funciones de la forma f: R™ — R™ son tales que R™ contiene a los elementos
que “entran” a la funcion, es decir, los elementos donde ésta puede ser evaluada, que no necesariamente
significa que sean elementos donde la funcidn esté definida, recordemos por ejemplo qué pasa al evaluar
la funcion F(x,y,z) = /16 — x2 — y2 — z2 en (5,0,0), se vio que aunque (5,0,0) es un elemento de
R3, F(5,0,0) no esta definida (no es un nimero real); mientras que, R™ contiene los elementos que
“salen” de la funcion, o bien, los valores que la funcion toma después de ser evaluada, que ya se ha visto
que pueden ser valores reales o vectores.

1.3.1 Definicién de dominio y rango de una funcion

Si f:R™ - R™ es una funcidn cualquiera, se define a continuacion su dominio y rango.
Dominio de f: Es el conjunto de todos los valores P € R™ para los cuales f(P) existe.
Domf = {P € R"|f(P) existe}

Asi, el dominio de f consta de los elementos de R™ que “entran” a la funcion pero que son tales
que f evaluada en dichos elementos esta bien definida, esto es, tales que el valor que “sale” de la funcion
es un elemento de R™. Luego, el dominio también puede expresarse por:

Domf = {P € R"*|f(P) € R™}
Rango de f: Es el conjunto de todos los valores posibles f(P) € R™, donde P esta en el dominio de f.
Ranf = {f(P) € R™|P € Domf}

De este modo, el rango de f consta de los elementos de R™ que “salen” de la funcion cuando ésta
es evaluada en elementos de su dominio.

1.3.2 Ejemplos de funciones de la forma f: R® - R™ donde se determina su dominio y rango

En la tabla 1.8 se muestran ejemplos de funciones que dependen de una o varias variables con valores
reales o vectoriales, junto con su dominio y rango.

Tabla 1.8 Dominio y rango de funciones de la forma f: R* - R™

Funcion | Dominio | Rango
@fx)=5 Domf = (—o,0) =R Ranf = {5}
(b) f(x) =x Domf = (=%, ) Ranf = (=, )
©) f(x) = x? Domf = (=, ) Ranf = [0, )
(d) fx) =Vx Domf = [0, ) Ranf = [0, )
@) f(x) :i Domf = (—00,0) U (0, ) Ranf = (—,0) U (0, o)
O fx,y)=x+y Domf = R? Ranf =R
@ fey) =7 Domf = {(x,y) € R*|y # 0} Ranf = R
(h) f(e,y) =16 —x* —y? Domf = {(x,y) € R?|x? + y? < 16} Ranf = [0,4]
() f(x,y,2) = (62 +y* +22)~/2 | Domf Ranf = (0, o)
={(xy,2) € R®|(x,y,2) # (0,0,0)}
0 fxy) =,x) Domf = R? Ranf = R?
K) f(x) = (x,x?) Domf =R Ranf = {(u,v) € R?*|v = u?}
() fGx,7,2) = (x2,2) Domf = {(x,y,2) € R®|xyz # 0} Ranf = {(u,v) € R*juv = 1}
M) fCoy) = (Ve=Lrt+y==) | Pomf ={(ey) ER*x = 1) Ranf e s 00 < < 1)
() f(x,y,2) = (exy, vz, lny) Domf = {(x,v,z) € R®|y > 0,z = 0} Ranf
={(w,v,w) € R3u>0,v = 0}

Fuente: Elaboracion Propia
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Ademas, las funciones de los incisos (a), (b), (c), (d), (e) y (k), son funciones de una variable;
mientras que las funciones de los incisos (f), (g), (h), (i), (), (1), (m) y (n), son funciones de varias
variables. Las funciones de los incisos (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (i) son funciones de valores reales;
mientras que, las de los incisos (j), (k), (1), (m), (n), son funciones de valores vectoriales.

Analizaremos a detalle algunos de los incisos de la tabla 1.8.

1

€ f(x) =~

X

En este caso, f: R — R es una funcion de una variable, x, que toma valores reales. Como la
funcion esta definida mediante una fraccién, su dominio son todos los numeros reales excepto aquellos
donde el denominador vale 0; es decir, es el conjunto de todos los nimeros reales distintos de 0. Ademas,

como para x > 0 se tiene que f(x) = i > 0y para x < 0 se tiene que f(x) = % < 0, la funcién toma
cualquier valor real excepto 0. Por lo tanto, el dominio y el rango coinciden:

Domf = Ranf = {x € R|x # 0} = (—0,0) U (0, ).

() F(x,) = V16— %7 37

En este caso, f: R?* — R es una funcién de dos variables, x y y, que toma valores reales. Como
la funcion esta definida mediante una raiz cuadrada, la condicidn para que ésta exista (sea un namero
real) es que la expresion que se encuentra dentro de la raiz cuadrada sea mayor o igual a cero; es decir,
que 16 — x? — y% > 0. Equivalentemente: x? + y? < 16. De este modo, el dominio de esta funcion esta
constituido por todos los pares ordenados de la forma (x,y) € R? tales que x? + y? < 16. Por ejemplo,
los pares ordenados (0,0), (0,4), (4,0), (—4,0), (0,—4), (3,1), (—1,—3) estan en el dominio de la
funcion, mientras que (—5,0), (0,5), (4,1), (—1,—4) no lo estan. Por otro lado, el valor mas pequefio
que toma la funcién es 0, y lo toma cuando x? + y? = 16; el mayor valor que toma es 4, y lo toma
unicamente en (0,0). De aqui que, el rango de la funcién dada es el intervalo cerrado [0,4]. Por lo tanto:

Domf = {(x,y) € R?|x? + y2 < 16} y Ranf = [0,4].

(K) f(0) = (x,x?)

En este caso, f: R — R? es una funcién de una variable, x, que toma valores vectoriales, cuyas
funciones componentes son: f;(x) = x y f>,(x) = x2. Luego, el dominio de la funcién son todos los
nimeros reales tales que tanto f; (x) = x como f,(x) = x? existan (sean nimeros reales); de este modo,
el dominio es el conjunto de los nimeros reales. Ademas, el rango es el conjunto de todos los pares
ordenados (u, v) € R? talesque u = f1(x) = x y v = f,(x) = x2. De aqui que: v = u?. Por lo tanto:

Domf = Ry Ranf = {(u,v) € R?|v = u?}.

(n) f(xl Y, Z) = (exyr \/E, lny)

En este caso, f: R® — R3 es una funcion de tres variables, x, y y z, que toma valores vectoriales,
cuyas funciones componentes son: f;(x,y,z) = e, f,(x,v,2) =z y f3(x,y,2z) = Iny. Luego, el
dominio de la funcién esta constituido por todas las ternas ordenadas (x,y, z) € R3 tales que cada una
de las funciones componentes exista (sea un namero real); asi, el dominio es el conjunto de todas las
(x,y,z) ER3 talesque z =0y y > 0, para que f5(x,y,z) =z Y f3(x,y,z) = Iny existan. Ademas,
el rango es el conjunto de todas las ternas (u,v,w) € R3 tales que u = fi(x,y,2z) =e*, v =
f(6,v,2) =vVzyw = f5(x,y,2z) = Iny; de aqui que, u > 0y v > 0.

Por lo tanto:

Domf ={(x,vy,z) € R3|y > 0,z = 0} y Ranf = {(u,v,w) € R3|u > 0,v = 0}.



20

xy .
st (x,y)# (0,0
Consideremos ahora la funcion f(x,y) = {x2+y2 (x,y) # (0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Se trata de una funcion f: R? — R de dos variables, x y y, que toma valores reales. Es un ejemplo
de una funcion definida a trozos o por partes, cuyo dominio es todo R? y su rango es el intervalo [— % %]
En efecto: Por un lado, para todo (x,y) # (0,0) la funcién existe (es un nimero real) puesto que en esos

. _ o xy . - _ w1 _ WO _o_
pares ordenados: f(x,y) = ay7 PO ejemplo, f(1,1) = sz = 2 f(1,0) = D=1 0,

f(0,-1) = % = % = 0 son numeros reales. Por otro lado, cuando (x,y) = (0,0), se tiene que la

funcion también existe, pues por definicion vale 0; es decir, £(0,0) = 0. Notese que, esta Ultima parte se
obtiene de la segunda condicion de la definicion de la funcion, en ningin momento se tiene f(0,0) =

0 _ 9 ./ , Xy .
O 0E = o puesto que la funcidn estd dada por f(x,y) = g7 precisamente cuando (x,y) # (0,0).

1.4 Tipos de funciones: Polinomiales y Racionales

En esta seccion se contemplan Unicamente dos tipos de funciones, polinomiales y racionales, que son
generalizaciones de las funciones polinomiales y racionales que se estudian en el curso de Calculo de
una Variable.

1.4.1 Definicién de funcion polinomial, su dominio y ejemplos

En este tipo de funciones las variables siempre aparecen con exponente entero y positivo y las Unicas
operaciones algebraicas involucradas entre las variables son la suma y la multiplicacion; ademas, las
variables no aparecen como argumento de funciones trascendentes (funciones trigonomeétricas,
exponenciales y logaritmicas). En la tabla 1.9 se muestran algunos ejemplos de funciones polinomiales.

Tabla 1.9 Ejemplos de funciones polinomiales

Funcion Dominio Observacion
f(x)=5x3—3x2+7x+6 R Funcién polinomial de una variable
flx,y) =16 —x? — y? R? Funcién polinomial de dos variables
f(x,y,2) = x*y3z 4+ 5xy?z° — 2x?yz” — 3z R3 Funcion polinomial de tres variables
flt,u,v,w) =t? +u? +v? —w? R* Funcién polinomial de cuatro variables

Fuente: Elaboracion Propia
En general, el dominio de una funcién polinomial de n variables es R™,

Por otro lado, la tabla 1.10 contiene ejemplos de funciones que no son funciones polinomiales.
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Tabla 1.10 Ejemplos de funciones que no son polinomiales

Funcion

o) =vx=x"

Dominio \
[0, 00)

Observacion
No es polinomial, porque interviene la raiz
cuadrada de la variable x. Aun cuando se
expresa como potencia, el exponente es una
fraccion (no es entero)

fooy) ===
x,y —y—

xy~1

{(x,y) € R*|y # 0}

No es polinomial, puesto que interviene una
division entre las variables. Aun cuando se
expresa como un producto, uno de los
exponentes es negativo

flx,y) =16 —x% — y?

{(x,y) € R?|x% + y% < 16}

No es polinomial porque interviene una raiz
cuadrada

flryz) =2 +y2+22)77 2

{(x,y,2) € R%|(x,y,2) # (0,0,0)}

No es polinomial porque aparece un
exponente fraccionario negativo

fl,y)=cosx—y+1 R2 No es polinomial porque aparece la expresion
“COS x”
f(x,y) = sen(x?* + y?) R? No es polinomial porque estd definida en

términos de la funcioén “seno”

f(x,y) =In(x —3y)

{(x,y) € R?*|x — 3y > 0}

No es polinomial porque esta definida en
términos de la funcion “logaritmo natural”

f(x,y,z) = % — 2xy? + 4z

R3

No es polinomial porque aparece la expresion
“ex_’yz”

Fuente: Elaboracion Propia

1.4.2 Definicién de funcion racional, su dominio y ejemplos

Las funciones racionales se expresan como una division de funciones polinomiales. Algunos ejemplos
de funciones racionales se muestran en la tabla 1.11.

Tabla 1.11 Ejemplos de funciones racionales

Funcion Dominio Observacion

Flx) = 1 (—00,0) U (0, 0) Es una funcion racional de una variable
- X
Fx,y) = x {(x,y) € R?|y # 0} Es una funcion racional de dos variables
' y

_ xy {(x,y,2) € R3|(x,y,2) # (0,0,0)} Es una funcién racional de tres variables

fy2)=5—T757T3
xc+y - +z
2-3xy+5y° Hxt 2 Es una funcién racional de cuatro variables

F(w,x,y,2) = Xx4+:i’z_:wz {(w,x,y,2) € R*|x* + 4z* — 2w # 0}

Fuente: Elaboracion Propia

Mientras que, en la tabla 1.12 se muestran ejemplos de funciones que no son funciones racionales.

Tabla 1.12 Ejemplos de funciones que no son racionales

Funcién Dominio \ Observacién
flx,y) = ’2‘y _ {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)} No es una funcién raciona_li puesto que el
vxTHyY denominador no es una funcién polinomial
Flx,y) = e —3xy+1 {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)} No es una funcién racio_rlal, puesto que el
x2+y? numerador no es una funcion polinomial
Flx,y,2) = x3-5xy+2z—cos(x~y) {(x,y,2) € R3|x3 + y3 # 0} No es una funcién racio_rlal, puesto que el
x3+y3 numerador no es una funcién polinomial
F(x,y,2) = x5-5xy+2z {(x,y,2) € R®|x® +y° +2° >0} | No es una funcion raciona_ll puesto que el
In(x3+y3+23) denominador no es una funcién polinomial

Fuente: Elaboracion Propia
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En general, el dominio de una funcién racional de n variables es el conjunto de todas las n-adas
ordenadas de nimeros reales (elementos de R™) tales que no anulan (hacen cero) su denominador.

Es importante destacar que las funciones polinomiales y las funciones racionales siempre toman
valores reales.

1.5 Composicién de funciones

Se sabe que las funciones reales de una variable se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir e incluso
elevar a una potencia o extraer una raiz, siendo el resultado una nueva funcion. Esto mismo ocurre para
las funciones de varias variables. Méas aun, existe una operacion, exclusiva de las funciones, que es la
composicion de funciones, que trae como resultado una funcion compuesta. Esta seccion esta dedicada
a definir este tipo de operacion entre funciones de varias variables.

1.5.1 Definicion de composicion de funciones

Sean g: R® - R™y f: R™ — R dos funciones cualesquiera. Se define la composicion de f con g como
la funcion fog:R™ - R¥ dada por (fog)(P)=f(g(P)), para todo P € Domg tal que
g(P) € Domf.

Observacion: Para que la composicion de f con g, f o g, en ese estricto orden esté definida, se
requiere que el nimero m de componentes de la funcion interna g coincida con el nimero m de variables
de la funcion externa f.

1.5.2 Ejemplos
1. Sean f(t) =t%y g(x,y) = x + 2y. Encuentra la composicion de f con g.

Solucion:

En este caso, se busca la composicion de f con g, f o g, que de acuerdo con la definicion implica
evaluar la funcion f en la funcion g, del siguiente modo:

(f © 9)(P) = f(g(P)) por la definicion 1.5.1

= f(g(x,y)) sustituyendo P = (x, y)

= f(x + 2y) sustituyendo g(x,y) = x + 2y

= (x + 2y)? evaluando f(t) = t?ent = x + 2y

paratodo P = (x,y) € R?, donde la evaluacion de las funciones se realiza de adentro hacia afuera; esto
es, iniciando con la funcion mas interna que, en este caso, es la funcion g(x,y) = x + 2y, para

posteriormente evaluar la funcién externa que, en este caso, es la funcion f(t) = t2.

De este modo, como la funcién interna g va de R? en Ry la funcion externa f va de R en R, se
tiene que la funcién compuesta f o g va de R? en R y esta definida por:

(f e g)(x,y) = (x + 2y)? paratodo (x,y) € R2.

Enefecto, (f o g)(x,y) = (x + 2y)? esuna funcién de dos variables con valores reales. Ademas:
Domf = R, Domg = R? y Dom(f o g) = R2.

Més aun, es posible observar que la composicion en el otro sentido, g o f, no esta definida. Si
ahora la funcién interna es f y la funcion externa es g, se tiene que, en la primera, f: R - R™ conm =
1, mientras que, en la segunda, g: R™ - R con m = 2.
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2. Sean f(x,y) = xy? + x*yy g(u,v) = (u + v,uv). Calcula f o g.
Solucion:

En este caso, g: R* —» R? es la funcién internay f: R?* — R es la funcién externa, por lo que su
composicion f o g esta definida y es la funcién f o g: R? —» R dada por:

(f e 9)(P) = f(g(P))

por la definicion 1.5.1

= f(g(u,v))

sustituyendo P = (u, v)

= f(u+v,uv)
sustituyendo g(u, v) = (u + v, uv)

= (u+v)(u)? + (u + v)?(uv)
evaluando f(x,y) = xy? + x?yenx =u+v,y = uv

O bien:  (fog)(w,v) = u3v? + u?v3 + udv + 2u?v? + uv3, para todo P = (u,v) € R

Ademés: Domf = Domg = Dom(f o g) = R?. Nuevamente, la composicion en el otro sentido, g o f,
no esta definida.

3. Sean g(t) = (et cost,t?) y f(x,y,z) = xy?z>. Encuentra fog y gof y sus respectivos
dominios.

Solucion:

Considerando primero g: R — R3 como la funcién internay f: R® — R como la funcion externa,
la composicion f o g esté definida y es la funcion f o g: R — R dada por:

(feo)® = f(9(®)

por la definiciéon 1.5.1,con P =t

= f(et, cost,t?)
sustituyendo g(t) = (ef,cost,t?)

= et(cost)?(t?)3
evaluando f(x,y,z) = xy?z3enx = e', y = cost, z = t?

= tbet cos?t
efectuando las potencias y acomodando factores

Es decir:
(f o g)(t) = t°e’ cos? t paratodo t € R.

Considerando ahora f: R* - R como la funcién internay g: R — R como la funcién externa, la
composicion g o f esta definida y es la funcion g o f: R® — R3 dada por:

9o Ny 2)=g(f(x,y,2)

por la definicion 1.5.1, con P = (x,y,z)

= g(xy?’z°)
sustituyendo f(x,y,z) = xy?z3
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= (e27°7*,cos(xy?2%), (xy?2%)?)
evaluando g(t) = (et cost,t?)ent = xy?z3

O bien:

(gof)x,y2) = (exyzzs, cos(xy?z3), (xy?z®)?) paratoda (x,y,z) € R.
Ademas:
Domf = R3, Domg = R, Dom(f o g) = Ry Dom(g e f) = R3.

En este caso, se tiene que f o g y g o f existen; sin embargo, f o g # g o f. Asi se tiene que, en
general, la composicion de funciones NO es conmutativa.

1.6 Gréaficas de Funciones

En esta seccion se centra la atencion en representar las funciones reales de dos variables de manera
grafica, lo cual, al igual que en el caso de funciones reales de una variable, sirve de apoyo para entender
mejor el comportamiento de las funciones. Se inicia recordando la definicion de grafica de una funcion
f:R = R, que en notacion de conjunto esta dada por:

graf (f) ={(x,y) € R*|y = f(x),x € Domf}

O bien:

graf(f) ={(x, f(x)) € R?|x € Domf}

Es decir, la gréfica de una funcién real de una variable esta constituida por todos los pares
ordenados de la forma (x,y), donde la primera coordenada, x, esta en el dominio de la funcién y la
segunda coordenada, y = f(x), es el valor que toma ésta en x. En general, la grafica es una curva que se
visualiza en el plano cartesiano.

Una técnica comun que se utiliza para realizar la grafica de una funciéon f: R — R es construir
una tabla vertical de dos columnas, donde en la primera columna se proponen los valores de x, tomados
del dominio de f; mientras que, en la segunda columna de la tabla, se van escribiendo los valores
obtenidos al evaluar la funcidn en el correspondiente valor de x de la primera columna, esto es, se escribe
el valorde y = f(x), formandose asi los pares ordenados (x, y), donde x € Domfyy = f(x), que serén
ubicados en el plano cartesiano. Se proponen tantos valores de x € Domf como sean necesarios para
determinar la gréfica de la funcion.

Por ejemplo, si se considera la funcion f(x) = x2, se ha visto anteriormente que su dominio es
todo R, y es posible determinar su grafica a partir de una tabla como la descrita previamente, como se
muestra en la tabla 1.13.



25

Tabla 1.13 Tabla y grafica para la funcion f(x) = x?

-3 9
—-25] 6.25
=2 4
—15 2.25
-1 1
—0.5 0.25
0 0
0.5 0.25
1 1
1,5 2_25 f‘—” ~2-11-10 -9 -8 -7 -§ -6 -4 -3 -2 10 T 2 3 4 5 & 7T 0 ® OMTWVRQZIW '%
2 | 4 1
2.5 6.25
3 9

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

De este modo, la gréfica de f(x) = x? esta constituida por todos los pares ordenados de la forma
(x,x?%), donde x es cualquier nimero real, que se visualiza en el plano cartesiano como una parabola
vertical que abre hacia arriba con vértice en el origen. En notacién de conjunto:

graf(f) = {(x,x?) € R?|x € R}
1.6.1 Definicion de grafica de una funcion f: R?* - R

Se define ahora la gréafica de una funcion real de dos variables, esto es, la gréafica de una funcion de la
forma f: R? - R, como el conjunto de las ternas ordenadas (x,y,z) € R3 tales que (x,y) € Domf y
z = f(x,y). En notacién de conjunto, la gréfica de f se expresa por:

graf (f) ={(x,y,2) € R®|z = f(x,y), (x,y) € Domf}

O bien:

graf(f) = {(xy,f () € R*|(x,y) € Domf}

En general, la gréafica de una funcion real de dos variables es una superficie que se visualiza en el
espacio o sistema de coordenadas tridimensional.

Por otro lado, la técnica de tabular, empleada para graficar funciones reales de una variable, ya
no es Util para realizar la grafica de una funcion real de dos variables, sino que se hace uso de las
intersecciones de la superficie (gréfica de la funcion) con los planos coordenados xy, xz y yz 0, de ser
necesario, con planos paralelos a estos.

1.6.2 Definicion de traza de una funcion f: R? - R

La traza de una funcion de la forma f: R? — R es la curva de interseccion entre la gréfica de la funcion
(superficie) y los planos coordenados xy, xz y yz o con planos paralelos a estos.

Comunmente, las trazas son secciones conicas como pardbolas, elipses, hipérbolas y
circunferencias, pero también pueden ser puntos, rectas o graficas de funciones algebraicas y no
algebraicas (trascendentes). En la tabla 1.14, se muestra de manera resumida las conicas con su ecuacion
en forma candnica o estandar y su gréfica.
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Tabla 1.14 Conicas

Conica Ecuacién Canodnica Gréfica

Circunferencia | (x — h)? + (y — k)2 =12

Centro: (h, k)
Radio: r

Parabola Con eje paralelo al eje x (eje horizontal) y que abre hacia ¥ |owectr
la derecha

(y—k))=4p(x—h)conp >0
Vértice: (h, k)

Foco: (h+ p, k) —_—
Directriz.x =h—p

Con eje paralelo al eje x (eje horizontal) y que abre hacia | ¥
la izquierda ‘

(y—k) =4p(x—h)conp <0
Vértice: (h, k)

Foco: (h + p, k)
Directrizzx =h—p




Parabola

Ecuacion Canbnica
Con eje paralelo al eje y (eje vertical) y que abre hacia arriba
(x—h)?=4p(y—k)conp >0
Vértice: (h, k)

Foco: (h, k + p)
Directrizzy =k —p

Gréfica
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Con eje paralelo al eje y (eje vertical) y que abre hacia abajo
(x—h)?=4p(y —k)conp <0
Vértice: (h, k)

Foco: (h, k + p)
Directrizzy =k —p

&,

h.k)

Elipse

Con eje mayor paralelo al eje x (eje mayor horizontal)

(x-n)? | -k)? _
a2 + b2 =1

cona >byc?=a?-b?

Centro: (h, k)

Vértices: (h—a,k)y (h+a, k)
Focos: (h —c,k)y (h + ¢, k)
Longitud de eje mayor: 2a
Longitud de eje menor: 2b

(hrak)
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Conica Ecuacion Candnica Gréfica
Elipse Con eje mayor paralelo al eje y (eje mayor vertical)

(x-n)? | -k)? _
b2 a? =1

cona>byc?=a*—bh?

Centro: (h, k)

Veértices: (h,k —a)y (h, k + a)
Focos: (h,k—c)y (hk +¢)
Longitud de eje mayor: 2a
Longitud de eje menor: 2b

Hipérbola | Con eje transversal paralelo al eje x (eje transversal
horizontal)

(x-n)?  (-k)? _
a? - b2 =1

con c¢? = a? + b?

Centro: (h, k)
Vértices: (h —a, k) y (h+ a, k)
Focos: (h —c, k) y (h + ¢, k)

Con eje transversal paralelo al eje y (eje transversal vertical)

y-K?  (x-n)? _
Tz T pz 1

conc? = a? + b?
Centro: (h, k)

Vértices: (h,k —a)y (h,k +a)
Focos: (h,k—c)y (hk +¢)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

De este modo, la expresion x? + y2 = 16 es la ecuacion canonica de la circunferencia con centro
(h,k) = (0,0) y radio r = 4; mientras que la expresién x> —y2 =1 es la ecuacion candnica de la
hipérbola con eje transversal horizontal, con centro (h, k) = (0,0) y Vvértices (h—a,k) = (—-1,0) y
(h+ a, k) = (1,0). Ver las gréaficas en la figura 1.12(a)-(b).
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Figura 1.12(a)-(b) Graficas de dos conicas

a) Gréfica de la circunferencia x? + y? = 16
€Y y

¥

-7 -6 -5

o (-1.0)
7 6 -5 4 -3 -2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

1.6.3 Ejemplos de graficas de funciones de la forma f: R?> - R

En esta seccidn se ocuparan las trazas para analizar las gréaficas de funciones reales en dos variables. En
primer lugar, se considerara la funcion f(x,y) = x? + y2, la cual es una funcién real de dos variables;
esto es, es una funcion que, efectivamente, va de R? a R. Ademas, es una funcion de tipo polinomial
cuyo dominio es todo R2. Para determinar las trazas con los planos coordenados xy, xz Yy yz, €s
conveniente expresar la funcion como una ecuacion de la forma z = f(x,y); en este caso, como z =
x% + y?, para, posteriormente, reemplazar en ésta alguna de las variables, x, y, o0 z, por 0, dependiendo
de cual sea la traza de interés. Si iniciamos con la traza con el plano xy (o simplemente, traza xy), se
sustituye la ecuacion de dicho plano en la ecuacion que define a la funcidn; es decir, se sustituye z = 0
en z = x? + y?2, obteniéndose que x2 + y? = 0, que s6lo se cumple para cuando ambas variables toman
el valor de 0; esto es, para x = 0y y = 0. De aqui que, la traza xy es un tnico punto, el (0,0), que se
muestra en la figura 1.13.
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Figura 1.13 Traza xy de f(x,y) = x* + y?2, en el plano xy

- pv.§
“14 =13 2121110 <8 «8 7 =6 =5 «4 =3 =2 -10] 1 2 3 4 6 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
Para calcular la traza con el plano xz (o traza xz), se sustituye ahora y = 0, que es la ecuacion
del plano xz, en z = x% + y?, resultando z = x2. De este modo, la traza xz es una parabola en el plano
xz, tal como se muestra en la figura 1.14.

Figura 1.14 Traza xz de f(x,y) = x% + y?, en el plano xz

- ————————— S——— . v te—— T ————— ——
AL AT 12 <11 <10 <8 <8 <7 <6 <5 4 3 -2 «10 1 2 3 4 5 6 7 B8 9 10 M 12 13 14
-1
-2

\

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
Para calcular la traza con el plano yz (o traza yz), se sustituye ahora x = 0, que es la ecuacion
del plano yz, en z = x% + y?, obteniéndose que z = y2. De aqui que, la traza yz es una parabola en el
plano yz, tal como se muestra en la figura 1.15.

Figura 1.15 Traza yz de f(x,y) = x? + y?, en el plano yz

N

A4 3121110 8 8 T & 5 4 3 Q2 20 t 2 3 4 5§ 8 7 8 8% 10 11 12 13 4
-1

w21

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
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Para tener una idea mas clara de como se visualiza la grafica de la funcion analizada, conviene
considerar trazas paralelas con el plano xy, lo cual se puede lograr proponiendo para la variable z valores
distintos de 0. Por ejemplo, z = 1, representa la ecuacion de un plano paralelo al plano coordenado xy,
separado una unidad por encima de éste. Si se sustituye z = 1 en z = x? + y?, entonces se llega a que
x% + y? = 1, ecuacion que representa a la circunferencia con centro en (0,0) y radio 1. En otras palabras,
la traza con el plano z = 1 es la circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacion x? + y2 = 1, como
se muestra en la figura 1.16.

Figura 1.16 Traza con el plano z = 1 de f(x,y) = x?> + y?,enel plano z = 1

7 ‘\"
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X
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

De manera analoga, si se sustituye z = 2 en z = x2 + y?, entonces se llega a que x? + y? = 2,
ecuacion que representa a la circunferencia con centro en (0,0) y radio v/2; es decir, la traza con el plano
z = 2 es la circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacién x? + y2? = 2, como se muestra en la
figura 1.17.

Figura 1.17 Traza con el plano z = 2 de f(x,y) = x? + y?, enel plano z = 2
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico

En general, siempre que se sustituye z = k,conk > 0,en z = x? + y?, resultax? + y? = k, que
es la ecuacion de la circunferencia con centro en (0,0) y radio Vk: asi, la traza con el plano z = k es la
circunferencia, ubicada en dicho plano, de ecuacion x? + y2 = k. Por otro lado, si se sustituye z = k,
con k < 0, en z = x2 + y2, resulta un absurdo o imposible; pues la expresion x2 + y? siempre toma
valores mayores o iguales a 0 (no negativos).
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Notese que las trazas obtenidas son conicas (con excepcion de la traza xy, que es un punto y no
una cénica) que se ubican en los diferentes planos coordenados, o en planos paralelos a los planos
coordenados; esto es, tienen dos dimensiones. Si ubicamos ahora dichas trazas en el sistema de
coordenadas tridimensional, quedarian como se muestra en la figura 1.18(a)-(f).

Figura 1.18(a)-(f) Trazas de f(x,y) = x% + y?, en el sistema de coordenadas tridimensional

(@) Traza xy

Trazayz:z=y?
2 2
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(d) Trazaconel planoz = 1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

La grafica de la funcion f(x,y) = x? + y? se conoce como paraboloide circular, en virtud de que
sus trazas verticales (con los planos xz y yz) son parabolas y sus trazas horizontales (con planos paralelos
al plano xy) son circunferencias. Ver la figura 1.19(a)-(b).
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Figura 1.19 (a)-(b) Gréficade f(x,y) = x2 + y?

(a) Gréafica de f(x,y) = x% + y?, con sus trazas

|

+

(b) Gréfica de f(x,y) = x? + y?2: Paraboloide Circular

S

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Consideremos ahora la funcion g(x,y) = /16 — x2 — y2, la cual va de R? a Ry su dominio es
{(x,y) € R?|x%? + y? < 16}. Para determinar las trazas con los planos coordenados xy, xz y yz, €s

conveniente expresar a la funcion como la ecuacion z = /16 — x2 — y?2

Para la traza xy, se sustituye z = 0 (ecuacion del plano xy) en z = \/16 — x2 — y2, obteniéndose

que /16 — x2 — y2 = 0, 0 bien, x? + y? = 16, que es la ecuacion de la circunferencia con centro en
(0,0) y radio 4. De aqui que, la traza xy es la circunferencia de ecuacion x? + y? = 16, que se muestra
en la figura 1.20.



Figura 1.20 Traza xy de g(x,y) = /16 — x? — y2, en el plano xy
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico
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Para la traza xz, se sustituye y = 0 (ecuacion del plano xz) en z = \/16 — x? — y?, resultando
z = V16 — x?2, ecuacion que representa a la mitad superior de la circunferencia con centro en (0,0) y

radio 4, ubicada en el plano xz, como se muestra en la figura 1.21.

Figura 1.21 Traza xz de g(x,y) = /16 — x? — y?2, en el plano xz
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Para latraza yz, se sustituye x = 0 (ecuacién del plano yz) enz = \/16 — x? — y?, obteniéndose
z =,/16 — y?, ecuacién que representa a la mitad superior de la circunferencia con centro en (0,0) y

radio 4, ubicada ahora en el plano yz, como se muestra en la figura 1.22.

Figura 1.22 Traza yz de g(x,y) = /16 — x? — y?, enel plano yz
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clésico



36

Si ubicamos dichas trazas en el sistema de coordenadas tridimensional, quedarian como se
muestra en la figura 1.23(a)-(d).

Figura 1.23(a)-(d) Trazas de g(x,y) = /16 — x2 — y?, en el sistema de coordenadas tridimensional
(a) Traza xy

(c) Traza yz

'
53z

Traza yz
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(d) Todas las trazas encontradas de g(x,y) = /16 — x2 — y2, en el sistema de coordenadas
tridimensional

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

De este modo, la gréafica de la funcion g(x,y) = /16 — x2 — y2 es la mitad superior de la esfera
con centro en el (0,0,0) y radio 4. Ver la figura 1.24(a)-(b).

Figura 1.24(a)-(b) Gréficade g(x,y) = /16 — x? — y2
(a) Gréficade g(x,y) = /16 — x? — y2, con sus trazas

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Para finalizar este capitulo, en la tabla 1.15, se muestra en forma resumida las superficies
cuédricas (superficies cuyas trazas, en su mayoria, son conicas) con su ecuacion candnica, sus trazas y
su grafica, con la finalidad de que el lector pueda identificar a partir de la ecuacion o grafica a la superficie
cuando ésta o parte de ésta representa la gréfica de una funcidn real de dos variables.

Tabla 1.15 Superficies Cuédricas

Superficie Ecuacion Canobnica/Trazas Gréfica

Elipsoide (x—x0)? " —y0)? n (z=20)* _ 1

a2 b2 2
Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Elipse
Traza paralela al plano yz: Elipse

La superficie es una esfera si:

a=b=c#0

En consecuencia, todas sus trazas son circunferencias en lugar
de elipses

Hiperboloide de | &-x0)? | -v0)® _ (z-29)® _
H 2 + 2 2 =1
una hoja a b ¢

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del hiperboloide corresponde a la variable que aparece
en el término con coeficiente de signo negativo

Hiperboloide de | (z=z0)? _ (x-x0)® _ -v0)? _ 1
dos hojas c? a? b?

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del hiperboloide corresponde a la variable que aparece
en el término con coeficiente de signo positivo. Ademas, no
existe la traza con el plano coordenado perpendicular a dicho
eje
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Superficie Ecuacion Canobnica/Trazas Gréfica

Cono eliptico (x=x0)? n O-y? _ (z=z0) _

a? b2 c?

Centro: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Hipérbola
Traza paralela al plano yz: Hipérbola

El eje del cono corresponde a la variable que aparece en el
término con coeficiente de signo negativo. Ademas, las trazas
con los planos coordenados paralelos a ese eje son rectas que se

cortan
Paraboloide z-zg _ (x=x0)® | (¥—0)?
[ 2 2 + 2
eliptico ¢ a b

Vértice: (xo, Yo, Zo)

Traza paralela al plano xy: Elipse
Traza paralela al plano xz: Parabola
Traza paralela al plano yz: Parébola

El eje del paraboloide corresponde a la variable que aparece en
el término elevado a la primera potencia

Paraboloide z-z0 _ y=y0)® _ (x=x0)?
hiperbolico c? b? a?

Vértice: (xq, Vo, Zo)
Traza paralela al plano xy: Hipérbola

Traza paralela al plano xz: Parabola
Traza paralela al plano yz: Parabola

El eje del paraboloide corresponde a la variable que aparece en
el término elevado a la primera potencia

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
(Adaptada a partir de Larson, Hostetler, Edwards y Heyd, 1996)

De aqui que, la grafica de la funcion f(x,y) = x? + y?, de ecuacion z = x% + y?, es un
paraboloide circular (en lugar de eliptico), puesto que su ecuacion es de la forma:

z-29 _ (x—x()? n (y—y0)?
cz a? b2

Donde su Vértice es (xq, Yo,20) = (0,00)ya=b =c = 1.

De manera semejante, se ha visto ya que la grafica de la funcion g(x,y) = /16 — x2 —y?es la
mitad superior de una esfera, puesto que su ecuaciéon z = \/16 — x2 — y2 se corresponde con la ecuacion

x% 4+ y% + z? = 16 que, a su vez, es de la forma:

(Z—Zo)2 _

(X—xo)z + (y—y0)2 + =1

a? b2 c?
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Donde su centro es (x, Vo, Zo) = (0,0,0)ya=b =c = 4.

Mas aun, es importante destacar que una esfera completa no puede representar a la gréafica de una
funcion real de dos variables, puesto que existen una infinidad de pares ordenados (x, y) asociados a dos
valores distintos de z tales que la terna (x, y, z) es un punto sobre la superficie; por ejemplo, en el caso

de la esfera de ecuacion x? + y? + z2 = 16, dos puntos sobre éstason 4 = (2,v3,3) y B = (2,v3,-3)
(ver la figura 1.25), puesto que satisfacen a la ecuacion (es decir, (2)% + (\/5)2 +(3)%2=16y (2% +

(\/§)2 + (—3)% = 16), de modo que, al par ordenado (2,v/3) le estan correspondiendo dos valores
distintos de z, que son z = 3y z = —3, lo que contradice a la definicion de funcidn, segun la cual, a cada
par ordenado (x,y) en el dominio de la funcién le corresponde un Unico valor z = f(x, y), siempre que
f es una funcion real que depende de las variables x y y.

Exceptuando el caso del paraboloide eliptico, observaciones similares se tienen para las demas
superficies cuédricas que, completas, no representan la grafica de una funcion.

Figura 1.25 Esfera de ecuacion x2 + y2 + z2 = 16
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Ejercicios Propuestos

En los ejercicios 1 a 13, determina el dominio de cada una de las funciones y establece qué tipo de funcién
es: polinomial, racional, a trozos o ninguna de éstas.

1. f(x,y) = 6x* —3x?y + y — 5.

2.f(x,y,2) =

x24y2422°

3. f(x,y) = (xseny,y cos x).

4. f(x,y,2z) =

e*V—z

x2+y2+1°

5 f(x,y) =ln(xy — 1).

y4—_x4

6. f(x,y) =5

x2+y?’

7. fuy) =22

8.f(x,y,2) = (xy,é,w/x2 +y%2+22%,z —y).

x°y
9. F(x,) = i

10. f(x,v,2) = \/5x2 — 3y2 + z2 — 49.

11. f(x,y, z) = Snentz

12. f(x,y) =

13. f(x, y, Z) = {x2+y2+422

eZ—-1

1-xy?+x?
36-x2—y2

x2

si (x,y,z) # (0,0,0)
si (x,y,z) =(0,0,0)

En los ejercicios 14 a 16, realiza lo que se pide a continuacion.

a)
b)

c)

Traza la gréfica de la funcion, utilizando la Calculadora Grafica GeoGebra 3D.

Determina analiticamente cada una de las trazas con los planos coordenados; es decir, establece
la ecuacion de la traza e identifica de qué curva se trata. En caso de no existir la traza debes
indicarlo.

Muestra la grafica de cada una de las trazas encontradas en (b), apoyandote con las “herramientas”
de la Calculadora Grafica GeoGebra 3D o con GeoGebra Clasico.

14. f(x,y) = y? — x?

15. g(x,y) = exp(x? + y?)

16. h(x,y) = sen(x + y)

17.Sean f(t) =Int y g(x,y,2z) = x> + y? + z?> + 5.

a)
b)

Encuentra la funcion compuesta f o g.
Determina el dominiode f o g.
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1

18.Sean g(t) = cost y f(x,y) =

x—3y’
a) Encuentra la funcion compuesta g o f.
b) Determina el dominiode g o f.

19. Expresa el volumen de un paralelepipedo rectangular como una funcion de sus aristas. En este caso,
;cual es el dominio de la funcién?

20. Expresa el &rea de un cilindro circular recto como una funcion de su altura y del radio de su base. En
este caso, ¢cual es el dominio de la funcion?
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Capitulo 2. Limites y Continuidad

2.1 Limites
2.1.1 Introduccion: Anédlisis del limite de una funcién f: R - R

Con el proposito de explicar de una manera intuitiva el concepto de limite, se analiza una funcién real de

. - L, 2.1 . . S
una variable. Considérese la funcion f(x) = J;T y el valor a = —1. A continuacion, se determinara si

f(x) se aproxima hacia algin namero real, conforme se toman valores de x muy cercanos a —1. Ver la
tabla 2.1(a)-(b).

Tabla 2.1(a)-(b) Aproximacién de la variable x hacia el valor de —1

(a) Tomando valores x < —1

X f(x)
-2 -3
-1.5 -2.5
-1.4 2.4
-1.3 -2.3
-1.2 2.2
-1.1 2.1
-1.01 -2.01
-1.001 | -2.001
-1.0001 | -2.0001

(b) Tomando valores x > —1

x| f(x)
-0.999 | -1.999
-0.99 | -1.99
-0.9 -1.9
-0.8 -1.8
-0.7 -1.7
-0.6 -1.6
-0.5 -1.5
0 -1
1 0

Fuente: Elaboracion Propia

De acuerdo con la tabla 2.1(a)-(b), conforme x se aproxima a —1, tanto por la izquierda (es decir,
por valores menores que —1) como por la derecha (es decir, por valores mayores que —1), f(x) se
aproxima a —2. Formalmente, se dice que el limite de f(x) conforme x se aproxima o tiende a —1 es
—2,yse escribe xlim1f(x) = -2
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Notese que f(—1) no existe, pero limlf(x) si existe y vale —2. En general, la existencia del
X——

limite no depende de la existencia de la funcion en el “punto” hacia el cual nos estamos aproximando.
Ver la figura 2.1.

Figura 2.1 Grafica de la funcion f(x) = %

- N W ORoWmo@ -

- - -
14134211 -10 -5 —B -1 T & 5 1011 32 13 W

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

x%-1

Notese que el punto (—1, —2) no forma parte de la grafica de f(x) = —

Una vez revisado de manera informal el concepto de limite para una funcion real de una variable,
se extenderd la idea intuitiva de limite para funciones de varias variables con valores reales o valores
vectoriales.

2.1.2 Idea intuitiva de limite de una funcion de la forma f: R™ - R™

Sean f:R™ — R™ cualquier funcion, A € R" y L € R™. Entonces se dice que L es el limite de f(P)
cuando P tiende a A si y sélo si f(P) se aproxima a L conforme P se aproxima a A (sin llegar a coincidir
P con A), y se escribe L = éinjf(P), donde P # A.

Obsérvese que para n = 1, P es una variable (la variable independiente), digamos x, entonces

f(P) = f(x); en consecuencia, A € R, digamos A = a, por lo que la notacion general de limite queda

como la notacién estudiada en el curso de Calculo de una Variable; es decir, éirrjf(P) = limf(x), donde
i x—a

x — a significa que x se acerca al valor de a, pero sin llegar a coincidir con éste (x # a).

Para n =2, P es un par ordenado, digamos P = (x,y) donde x y y son las variables
independientes, entonces f(P) = f(x,y); en consecuencia, A € R?, digamos A = (a, b), teniéndose que
éin}f(P) = ( l)m(l b)f(x, y), donde (x,y) — (a, b) significa que (x,y) se aproxima al punto (a, b),

- x,y —(a,

pero sin llegar a coincidir con éste ((x,y) # (a, b)); es decir, x se acerca al valor de a y y se acerca al
valor de b, pero sin llegar a tomar dichos valores (x # ay y # b).

Analogamente, paran = 3, P y A son ternas ordenadas de laforma P = (x,y,z) y A = (a, b, ¢),
donde x, y y z son las variables independientes y a,b,c son numeros reales, resultando

limf(P) = lim f(x,y,z), donde (x,y,z) - (a,b,c) significa que las variables x,y,z se
P—A (x,y,z)~(a,b,c)

aproximan, respectivamente, a los valore de a, b, ¢, sin llegar a tomar dichos valores, esto es, tal que
X#ay+bz+c.
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Por otro lado, para m = 1, f es una funcion de valores reales y, de existir su limite, L, también
es un numero real; mientras que, para m > 1, f es una funcion de valores vectoriales y su limite L, de
existir, es un vector donde el nimero de coordenadas coincide con el niamero de funciones componentes
de f. Por ejemplo, param = 2, f y L son pares ordenados o vectores de dos coordenadas o componentes
de la forma £(P) = (f,(P), f,(P)) y L = (I4,13), donde f; y £, son las funciones componentes de f y
[, 1, son numeros reales; de este modo:

,l,il’}lf(P) = L es equivalente a £i1rj(f1(P),f2 P)) = (L, 1y)

De manera semejante, para m = 3, f y L son ternas ordenadas o vectores de tres coordenadas o

componentes de la forma f(P) = (f,(P), f2(P), fs(P)) y L = (I3,1,,15), donde fi, f, Yy f5 son las
funciones componentes de f y l;, L5, l3 son nimeros reales; obteniéndose que:

éirrjf(P) = L es equivalente a girg(fl(P),fz (P), f3(P)) = (I3, 15, I5)
2.1.3 Unicidad del limite

., 21 . . .
Para la funcion f(x) = );T se ha visto ya que f(x) se aproxima a —2 conforme x se aproxima a —1,
tanto por la izquierda como por la derecha; es decir, sus limites laterales existen y son iguales:

m f(x) =-2= lm f(x),

donde lirq f(x) es su limite lateral izquierdo (se obtiene cuando x se aproxima a —1 por valores
x—->—-1"
menores que —1) y lirr}+f(x) es su limite lateral derecho (se obtiene cuando x se aproxima a —1 por
xX—>—
valores mayores que —1). De aqui que, su limite bilateral limlf(x) = —2 existe y es unico.
xX——

1 si x>0
Por otro lado, si se considera la funcion f(x) =1 0 si x = 0 se tiene que su limite lateral

o -1 si x<0
izquierdo es:

limf(x) = lim(-1) = -1,
x>0~ x>0~

obtenido cuando x se aproxima a 0 por valores menores que 0 (es decir, con x < 0); y su limite lateral
derecho esta dado por:

fif () = i1 =1,

obtenido cuando x se aproxima a 0 por valores mayores que 0 (es decir, con x > 0). Luego, aunque los
limites laterales existen, como son diferentes, el limite bilateral lirrolf(x) no existe. Ademas, se tiene que
X—

f(0) existe y vale 0. Ver la figura 2.2.
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1 si x>0
Figura 2.2 Grafica de lafuncion f(x) =10 si x=0

-1 si x<0
."."
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Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

En general, para cualquier funcion de una o varias variables que toma valores reales o valores
vectoriales, se establece lo siguiente: Si el limite de una funcidn existe, entonces es Unico. En la seccion
2.1.6, se aplicara la unicidad del limite para el caso de las funciones reales de dos variables.

En la siguiente seccién se estudiaran las propiedades de los limites que corresponden, en su
mayoria, a operaciones con funciones.

2.1.4 Propiedades de los limites

Sean f,g: R™ - R™ dos funciones tales que Domf = Domg, A € R" y c € R. Si girrjf(P) =Ly
,lf"}lg(P) = L,, donde L,, L, € R™, entonces:

Q) 1191—731(: = .
(ii) limx = a, donde x es una variable y a es un nimero real.
x—-a

(i) Lim(cf)(P) = cLy.
(iv) im(f + g)(P) = Ly + L.
(V) tim(f = g)(P) = Ly — Ly
(vi) Param = 1: Iljirﬁ(fg)(P) =L,L,.

.. _ - f _ Ly
(vii)Param =1y L, # 0: lél_T)rj (g) (P) =
(viii) Param = 1: }l)inj[f(P)]k = (L,)*, donde k es un niimero entero positivo.
(ix) Param = 1: éinj’f/f(P = */L,, siempre que las raices indicadas estén definidas.

(X) Para f(P) = (fi(P), fo(P), ..., fu(P)) se tiene que girrjf(P) =L, conL = (I,1,,..,1,,) €E R™ siy
solo si Il)irrjfl-(P) = [; paratodoi =1,2,...,m.
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La propiedad (i) establece que el limite de una funcion constante es la misma constante, sin
importar si la funcion depende de una o varias variables. En la propiedad (ii), el limite de una variable al
aproximarse ésta a un valor real fijo coincide con dicho valor; es decir, se calcula simplemente evaluando
la variable en dicho valor. La propiedad (iii) establece que el limite del maltiplo constante de una funcion,
definido por

(c¢f)(P) = cf(P) paratodo P € Domf,

donde c es la constante, es el limite de la funcién multiplicado por la constante, siempre que el limite de
la funcion existe. En la propiedad (iv), el limite de la suma de dos funciones, definida por

(f +g9)(P) = f(P) + g(P) paratodo P € Domf = Domg,

es igual a la suma de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen. En la propiedad (v), el
limite de la resta de dos funciones, definida por

(f — g)(P) = f(P) — g(P) paratodo P € Domf = Domyg,
es igual a la resta de los limites de estas funciones, siempre que estos existen.

La propiedad (vi) se establece unicamente para funciones de valores reales, de una o varias
variables, de modo que el limite de la multiplicacién de dos funciones, definida por

(fg)(P) = f(P)g(P) paratodo P € Domf = Domg,

coincide con la multiplicacién de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen.
Anélogamente, la propiedad (vii) establece que el limite de la division de funciones reales, de una o
varias variables, definida por

(i) (P) = ;E—g paratodo P € Domf = Domg tal que g(P) # 0,

coincide con la division de los limites de dichas funciones, siempre que estos existen y el limite del
denominador sea distinto de 0. De manera semejante, en las propiedades (viii) y (ix), se establece como
calcular el limite de la potencia de una funcion de valores reales y el limite de la raiz de una funcién de
valores reales, respectivamente, siempre que el limite de la funcion existe y las raices estan definidas.
Finalmente, la propiedad (ix) permite calcular el limite de una funcion con valores vectoriales, de una o
varias variables, aplicando el limite a cada una de sus funciones componentes, siempre que estos existen.
En particular, la propiedad (iv) se puede generalizar para cuando se suman mas de dos funciones; asi
mismo, la propiedad (vi) se cumple para cuando se multiplican més de dos funciones. También se puede
extender la propiedad (ii), para funciones f: R? - R, del siguiente modo:

lim x=a lim =b
(x,y)—(a,b) y (x,y)—>(a,b)y

De manera analoga, la propiedad (ii) para funciones f:R3> — R queda como se muestra a
continuacion:

lim «x lim y lim z
(x,y,z2)-(a,b,c) (x,y,2)-(a,b,c) (x,y,z)-(a,b,c)

Las propiedades (i) a (x) enunciadas anteriormente permiten calcular el limite de una funcion por

sustitucion directa; es decir, evaluando las variables en los respectivos valores hacia los cuales se

aproximan.
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2.1.5 Ejemplos de resolucion de limites

Calcula los siguientes limites usando las propiedades 2.1.4, siempre que sea posible.

. lim+/5

1
xX—>—2
2. limx
X-OT
3. limlx2 +2x—3
xX——
4. lim3(2x +1D(x—7)
xX——
5. lim <=~
x—0 XxX+2
6. lim 5x%+43x 2yc —1
(x,y)—-(2,3) y- y
7
8
9

) lim X 3)(x —
- 11)( y—3)(x—y)
lim xy
'(xy)e( 1,2) X2 +y%+1
_ 2
'(xyz)l—>(1 43)(7Tx +y ZZ)
10. lim =

x—3 x2-9

11.  Lim XY=
xy)-=(-1,1) x+y

12. li 2x2%+5xy—3y?
(x,¥)—-(3,-1) x2+2xy—3y?
13. lim X2
x—4 X—4

, y(x—4)

14. (x.;vl)lf&.l) Vx-2
15. lim Y—y—21
C(y)-(52) x—y-3

16.  Ilim (xy,i,\/x2 +y?+ 7%,z — y)
XZ

(xy,2)-(-1,0,1)

Solucion:
1. lim+5
xX—>—=2
Por la propiedad (i):
lim v/5 = /5.
x—>-2
Donde la funcién a la que se le calcul6 el limite es la funcion de tipo constante f(x) = /5.

Es importante destacar que, si la funcién se cambia por f(x,y) =5y (x,y) tiende hacia

cualquier par ordenado (a, b) € R?, el valor del limite es siempre igual a V5, debido a la propiedad (i);
es decir:

lim +/5=+/5

(x,y)-(a,b)

En particular, si (x, y) tiende hacia (—2,3), se tiene que:

lim 5=+/5

(x'Y)_’(_2;3)

Ademas, esta situacion se preserva aun cuando la funcién constante dependa de tres 0 mas
variables.
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2. limx
X—>T

Por la propiedad (ii):

limx=m
X—>TT

Donde la funcion a la que se le calcul6 el limite es la funcion identidad f(x) = x.

Si la funcion se considera ahora de dos variables, de modo que f(x,y) = x, y (x,y) se hace
tender hacia cualquier par ordenado (a, b) € R?, el valor del limite coincide con el valor de a, esto es,
coincide con el valor hacia el cual se acerca la variable x, debido a la propiedad (ii); es

decir: lim x=a
(x,y)=(a,b)

En particular, si (x, y) tiende hacia (r, 3m), se tiene que:

lim x
(x,y)—=(m,3m)

Por otro lado, si la funcion es f(x,y) =y y (x,y) tiende hacia cualquier par ordenado
(a,b) € R?, el valor del limite es igual a b, esto es:

lim =b
(x,y)—>(a,b)y
De aqui que:
lim =3n
(x,y)—>(n,3n)y

La propiedad (ii) se puede generalizar para cuando la funcion real de una o mas variables esta
definida como una de las variables de las que depende, tal como se mostro en este ejemplo.

3. limx®+2x-3

x—->-1

En este caso, la funcidn cuyo limite se va a calcular es una funcién p: R — IR, de tipo polinomial, definida
por p(x) = x? + 2x — 3, de modo que se puede considerar como la suma de las funciones f(x) = x2,
g(x) = 2xy h(x) = —3; es decir:
p(x) = f(x) + g(x) + h(x) = (f + g+ h)(x)

Por lo que es necesario aplicar la propiedad (iv), para obtener:
lim(f+g+h)(x)=limf(x)+ limg(x)+ limh(x)
x—--1 x—--1 x—--1 x--1

O bien:

limx?+2x—3= limx?+ lim2x + lim (=3)
x--1 x—--1 x--1 x—->-1

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iii) y (viii), se tiene que:

2
. 2 _ . -
xlirfllx = (xlirzzlx) por la propiedad (viii)

= (—1)? por la propiedad (ii)

=1
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xlirlz12x =2 (xlirzzlx) por la propiedad (iii)
= 2(—1) por la propiedad (ii)
=-2
xlirlzl(—S) = —3 por la propiedad (i)
De este modo:
xlirzllxz +2x—3= xli‘rzllxz + xl_i)rzl12x + xlirzll(—S)
=1+ (-2)+(-3)
= —4.

Es importante observar que el célculo de este limite equivale a reemplazar la variable x por el
valor hacia el cual se esta aproximando, que en este caso es —1, como se muestra a continuacion:

limlx2 +2x—3=(-1)2?+2(-1)-3
x——

=1—-2-3

=—4.

Este método se conoce como sustitucion directa y queda completamente justificado por las
propiedades 2.1.4.

4, lim3(2x +1D(x—-7)
xX——

La funcién cuyo limite se va a calcular es una funcion p: R — R, de tipo polinomial, definida por p(x) =
(2x + 1)(x — 7), tal que se puede considerar como la multiplicacion de las funciones f(x) =2x+ 1y
g(x) = x — 7; es decir:

p(x) = f(x)gx) = (fg)x)
Luego, por la propiedad (vi):
fim (£ = [ im £ G| tim g (o)
O bien:
lim (2x + D(x = 7) = | lim (2x + D] | lim (x - 7))
Donde, por las propiedades (i) a (v):
,fi’fl3(2x +1) = xlirggZx + xlirfzgl por la propiedad (iv)
= 2(—3) + 1 por las propiedades (iii), (ii) y (i)

=5



lim (x —7) = limx — lim 7 por la propiedad (v)
x—--3 x—--3 x—-3

= —3 — 7 por las propiedades (ii) y (i)

=-10

De aqui que:

xlirzls(Zx +1D(x-7) = [xlirzlg(Zx + 1)] [J—ifi(x — 7)]

= (=5)(-10)
=50

Equivalentemente, por sustitucion directa:
lim3(2x +1D)(x—-7)=[2(-3)+1][-3-7]
xX——
= (=5)(-10)

=50

o1

La funcion cuyo limite se va a calcular es una funcion q: R — R, de tipo racional, definida por q(x) =
i—:, que se puede considerar como la division de las funciones f(x) = x — 1y g(x) = x + 2; esto es:

a() = % - (g) )

Por la propiedad (vii):

(D) () = )
Lim (E) () = ii_r)rolg(x)
O bien:

x—1 limkx-1)
lim = £20

x>0x +2 lim(x +2)
x—0

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iv) y (v):

lim(x—1) = i%x — il_T)roll por la propiedad (v)

x—0

= 0 — 1 por las propiedades (ii) y (i)

=-1

ii_r)r(l)(x +2) = fff&x + fff&z por la propiedad (iv)
= 0 + 2 por las propiedades (ii) y (i)

=2
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De este modo:

x—1 tmGx-1 g 1

li = =—=-=
ox + 2 lim(x+2) 2 2
X—

Equivalentemente, por sustitucion directa:

x—1 0-1 1

.
ox+2 0+2 2

Es importante enfatizar que para poder aplicar la propiedad (vii) se requiere no solo que el limite
de la funcion numerador y el limite de la funcion denominador existan, sino también que el limite de la
funcion denominador sea distinto de 0.

6. lim 5x%+3x 2y« —1
(x,y)—(2,3) Y- y

Ahora, la funcidn cuyo limite se va a calcular es una funcion p: R? - R, de tipo polinomial, definida por
p(x,y) = 5x% + 3xy — 2y? — 1, que se puede considerar como la suma de las funciones f (x, y) = 5x?2,
g(x,y) =3xy, h(x,y) = —2y*ei(x,y) = —1;estoes:

p(xy) =fl,y) +g(xy) +h(x,y) +ilx,y) =(f+g+h+Dxy)
Por la propiedad (iv):

(f+g+h+Dxy)

(xy) (23)
lim h l'
(xy) (23)f( x,y) + ) (23)9( x,y) + L (x,y) + X (23)1(96 ,Y)
O bien:

lim 5x%+3xy—-2y*—1
(x,y)-(2,3) Y y

= lim 5x*+ lim 3xy+ lim (— Y+ lim (-1
(x,y)~(2,3) (x,¥)-(2,3) (x,¥)-(2,3 (x,y)~(2,3)

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iii), (vi) y (viii), se tiene que:

. 2 . 2 -
" yl)lf(lz,g)sx =5 [(x, yl)l_T)r(Lz,g)x ] por la propiedad (iii)

=5 [(x yl)tlr(lz 3)x] por la propiedad (viii)

= 5(2)2 por la propiedad (ii)

=20
lim 3x —3[ lim x ] or la propiedad (iii
(x,y)—(2,3) Xy (x,y)-(2,3) Y|P prop (i)

[(x’ yl)lf(lz,g)x] [(x yl) %, 3) ] por la propiedad (vi)

= 3(2)(3) por la propiedad (ii)

=18
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2[ li 2] or la propiedad (iii
(xy) -(2, 3)( y) (x.y)lir(l2,3)y P prop ( )

_2 | dad
[(xy)—>(z )y] por la propiedad (viii)

= —2(3)? por la propiedad (ii)

= —18
x, y)—>(2 3)( 1) = —1 por la propiedad (i)
De aqui que:
(x, yl)l—Tf(lz )Sx +3xy —2y* -1
B (x'yl)iz)r(l2'3)5x2 " (x,yl)ilr(lz,3)3xy * (xy e, 3)(_ O+ (x, lm(lz 3)( D

=20+ 18+ (—18) + (-1)
=19
Equivalentemente, por sustitucion directa:

lim 5x?+3xy—2y2—-1=5(2)2+3(12)(3)-2(3)*-1
(x,¥y)—(2,3)

=20+18—-18—-1
=19

Notese que, en la sustitucion directa, bastd con reemplazar la variable x por 2 y la variable y por
3, pero que esto es posible gracias a las propiedades 2.1.4.

7. 2 3)(x —
(xy)(ll)( xy—3)(x—y)

La funcion cuyo limite se va a calcular es, nuevamente, una funcién p: R? - R, de tipo polinomial,
definida por p(x,y) = (2xy — 3)(x — y), de modo que se puede considerar como la multiplicacion de
las funciones f(x,y) = 2xy — 3y g(x,y) = x — y; es decir:

p(x,y) =fl,y)gx,y) = (f9)(x,y)
Luego, por la propiedad (vi):

ey O y)_[( AT y)] [(xy) Stin? (x'y)]
O bien:
ey Ty BY & —y) = [cxy) &Y = 3)] [( AT o _y)]
Donde, por las propiedades (i), (i), (iii), (v) y (vi):
lim (2xy—3)= lim 2xy— lim 3 por lapropiedad (v)

(x,y)-(-1,1) (x.y)-(-1,1) (x,y)-(-1,1)
= 2(—1)(1) — 3 por las propiedades (iii), (vi), (i) y (i)

=5
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lim (x—y)= lim lim or la propiedad (v
Ry F =N = fim x = fim, v por laprop (v)

= —1 — 1 por la propiedad (ii)

=-2
De este modo:
(x,y)lir(ril.l)(zxy —DE=n = (=, y)llm 1, 1)( X 3)] [(x y)llm 1, 1)(x =)
= (=5)(-2)
=10
Equivalentemente, por sustitucion directa:
o fim (2xy =3)0c=y) = [2-1)D) - 3][-1-1]
= (=5)(-2)
= 10.

Notese que, en la sustitucion directa, bastd con reemplazar la variable x por —1 y la variable y
por 1, siendo posible por las propiedades 2.1.4.

. X
8. um ———
(x,y)-(-1,2) x=+y +1

La funcién cuyo limite se va a calcular ahora es una funcion g: R? - R, de tipo racional, definida por
qlx,y) = x2+ 2+1, que se puede considerar como la division de las funciones f(x,y) = xy y g(x,y) =

x% 4+ y% + 1; esto es:

atoy) =22 = (D) ()

gx,y)

Por la propiedad (vii):

lim ( )( ) = (Xy)->( 12)f(xy)
(xy)~(-1,2) (xy) a 12)g(x )
O bien:
lim xy
, Xy _ (xy)-(-1,2)
(x y)ir(r31 2) x2+y%+1 - lim (x2+y2+1)
’ ’ (x¥)-(-1,2)

Donde, por las propiedades (i), (ii), (iv), (vi) y (viii):

Lim [ H ] or la propiedad (vi
(xy)—»( 1,2) Xy = (xy)_)( 1,2) (xy)_)( 12)y p P p ( )

= (—1)(2) por la propiedad (ii)

=2
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X>+y?+1) = lim x*+ lim 24+  lim 1 porlapropiedad (iv
(xy)—>( 12)( y )= (x,y)-(-1,2) (x.y)—>(—1.2)y (xy)-(-1,2) P prop ( )

= (—1)% + (2)? + 1 por las propiedades (viii), (i) y (i)

=6
De este modo:
y)-C12)x2 +y2 +1 lim (x?+y?+1) 6 3
(x;J’)_’(_l,Z)
Equivalentemente, por sustitucion directa:
" y D@ -2 1
e +y2+1 (—D2+(2)2+1 6 3

Notese que, en la sustitucion directa, bastdé con reemplazar la variable x por —1 y la variable y
por 2, siendo posible por las propiedades 2.1.4.

)
9. (xyz)lq(1 43)(7‘[36 + y3 — 2z?)

Por sustitucion directa:

_9,2) — 3 3 _ 2
(”Z)I%1 43)(7‘[36 +y3 —22z2) =n(1)3 + (—4)® — 2(3)

=m—64—18
=1 —82
~ —78.85

Donde la funcién a la que se le calcul6 el limite es una funcion f: R3 - R, polinomial, definida
por f(x,y,z) = mx3 + y3 — 222,

10. lim =

x—-3 xz 9

Si se define f(x) =

3—3 0 0

f®=Gr=9~9-9"0

., 0 , , , . . . .,
Donde la expresién 5 No es un niimero real, mas aun, se dice que es una indeterminacion; por lo

que no es aplicable la sustitucién directa para el calculo del limite indicado. En este caso, lo que conviene
es factorizar el denominador de la fraccion, como se muestra a continuacion:

” x—3_l_ x—3
xl—tr?fxz 9_xl—7>r3}(x—3)(x+3)

Como tanto en el numerador como en el denominador de la fraccion aparece la expresion x — 3
(como factor), se procede a simplificar (cancelar los factores iguales en el numerador y denominador),
quedando lo siguiente:

” x—3_l_ x—3 _ 1
xl—Tf?fx2 9_xl—7>r?}(x—3)(x+3)_xl—r>r§x+3
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Donde este altimo limite ya es posible calcularlo por sustitucion directa, de modo que:

.1 1
im—=—=-
x=3%x+3  3+3 6

x—-3
2-9

. ;. . . 1 - - )
Es decir, el limite lim existe y vale o lo cual se determin6 aplicando el método de

x—-3X

factorizacion.

Resumiendo, el célculo del limite se lleva a cabo de la siguiente forma:

. x—3 . x—3
lim=—=Ilim———
x—3 X%2-9 x—3 (x—3)(x+3)

factorizando el denominador: x?2 — 9 = (x — 3)(x + 3)

. 1
= lim—
x—3 X+3

simplificando la fraccion

_ 1

T 343
calculando el limite por sustitucion directa, con x = 3

_1
T 6

Es importante notar que, en este ejemplo, el valor del limite no se obtuvo desde un principio por
sustitucion directa debido a que el denominador de la fraccion se anula (toma el valor de 0) en x = 3; en
otras palabras, no es posible aplicar la propiedad (vii) y calcular el limite de la division como la division
de los limites, porque el limite del denominador tomé el valor de 0.

2_,2

. lim XY=

11

2_ A2
Si se define f(x,y) = yx+; , al evaluar la funcién f en (—1,1) se obtiene una indeterminacion:
_@W*-=D* _o
fELY) =07 =3

No obstante, por el método de factorizacion se tiene que:

2_,2 —
lim X=X — , (y=x)(y+x)
factorizando el numerador: y? — x2 = (y — x)(y + x)

= lim - X
(x,y)—>(—1,1)(y )

simplificando la fraccion, puesy + x = x + y

=1-(-1)
por sustitucion directa,conx = -1,y =1

=2

y2_x2

Es decir, el limite  lim existe y vale 2. En este ejemplo, nuevamente, el valor del

limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido a que el denominador de la fraccién

seanulaen (x,y) = (—1,1).
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. 2x2%+5xy—3y?
12.  lim =2
(x,y)-(3,-1) x“+2xy—3Yy
2x%+5xy—3y?
x2+2xy-3y2"’

Si se define f(x,y) = al evaluar la funcion f en (3, —1) se obtiene una indeterminacion:

2(3)245(3)(-1)-3(-1)? _ 18-15-3 _ 0

(3)2+2(3)(-1)-3(=1)2 9-6-3 0

que, como ya se vio en los ejemplos 10 y 11, no significa que el limite no existe. Se procede ahora a
aplicar el método de factorizacion:

2x2%+5xy—3y? . (2x-y)(x+3y)

li —_— = P

(xy)~(3,~1) ¥*+2xy-3y%  (xy)-(3,~1) (x=¥)(x+3y)
factorizando numerador y denominador

2x-y

= lim
simplificando la fraccion

_ 2(3)-(-1)
T 3—(-1)
por sustitucion directa, con x = 3,y = —1

7
4

L. ] 2x2+5xy—3y2
Por lo tanto, el limite  [im £ 2>X==Y

. 7 . . 1y
> >- existe y vale - por el método de factorizacion.
(6,y)=(3,-1) X“+2xy=3y 4

13. lim YX=2

x—4 X—4

. . -2 ., . - - .z
Si se define f(x) = %, al evaluar la funcion f en 4 se obtiene una indeterminacion:

_VE2_22_ o0
flay =2 =220

4— 0

razon por la cual no es posible calcular el limite indicado por sustitucion directa. En este caso lo que
conviene es racionalizar, como se muestra a continuacion:

. x-2 . (Vx=-2 x+2
lim = lim .
xo4 X—4 x4 \x—4  Jx+2
C e . .y Vx-2
donde se multiplico tanto el numerador como el denominador de la funcion f(x) = —, por el

“conjugado” del numerador que, en esta ocasion, es el que contiene a la expresion con la raiz cuadrada.
Luego, el producto de fracciones se efectlia de la siguiente manera:

VE-2 Vx+2 _ (Vx-2)(Vx+2) _ x—4
x—4 Vx+2 (-4 Vx+2)  (x-4)(Vx+2)

Donde en la multiplicacion del numerador se aplicé lo siguiente:

(E-2)(Vx+2) = (V&) - @ =x -4

Como en la ultima fraccion aparece la expresion x — 4, tanto en el numerador como en el
denominador, se procede a simplificar, quedando lo siguiente:

VE-2 Vx+2 _ (Vx-2)(Vx+2) _ x—4 1
x—4 Vx+2 (-4 Vx+2)  (x-a)(Vx+2)  Vx+2
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Retomando el célculo del limite, se tiene que:

lim 2 — g (2 E42) iy
x—4 xX—4 - x4 \ x—4  Vx+2 - x4 VX+2
Donde este ultimo limite ya es posible calcularlo por sustitucion directa, de modo que:
. 1 1 1
lim = =

xoavE+2  VA+2 4
. o Wx—2 . 1 . . . Y
Es decir, el limite lmiﬁ existe y vale " lo cual se determiné por el método de racionalizacion.
X— -

Resumiendo, el célculo del limite se lleva a cabo de la siguiente forma:

li Vx-2 li (\/E—z ) \/§+2)
xl_TLf x—4 xl_rﬁ x—4 Vx+2

2
racionalizando la funcion f(x) = J_

—4

x—4
= lim

x4 (x — 4)(Vx + 2)
efectuando la multiplicacion de fracciones, donde: (vVx — 2)(vVx + 2) = (\/E)2 -(2)?%=x-4

1
= lim
x4 \fx + 2

simplificando la fraccion

1
V4 +2

calculando el limite por sustitucién directa, con x = 4

1
4

En este ejemplo, el valor del limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido
a que el denominador de la fraccion se anula en x = 4.

y(x-4)

14. (xyl)e@ 1) VE-2

No es aplicable la sustitucion directa, en virtud de que:

1(4 4) 0o _o
f&1) = =72739
para f(x,y) = ) ; sin embargo, por el método de racionalizacion:
; y(x—4) _ yx=4)\ (Vx+2
(x.yl)l—r’r(l4.1) Va-2 (x,yl)lf(l4,1) ( Vx-2 ) (x/?+2)
: : Py _ y(x-4)
racionalizando la funcion f(x,y) = N2y
_ y(x—4)(Vx+2)
(x,y)-(4,1) x—4
T ., . 2
efectuando la multiplicacion de fracciones, donde: (vVx — 2)(Vx +2) = (Vx) = (2)? =x — 4
(x y)—>(4 1)y(\/_ xF 2)

simplificando la fraccion
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=1(vV4 + 2)

por sustitucion directa, con x = 4,y = 1

=4

Es decir, el limite  lim X&=%
(xy)~(4,1) Vx-2

limite no se obtuvo desde un principio por sustitucién directa debido a que el denominador de la fraccion
seanulaen (x,y) = (4,1).

existe y vale 4. En este ejemplo, nuevamente, el valor del

15. [ljm ¥=r—21

C(y)-(52) x—y-3

Nuevamente, para f (x,y) = —“’fx__yy__i_l no es aplicable la sustitucion directa, en virtud de que:
_Vv5-2-2-1_1-1_ 0
f(5.2) = 5-2-3  5-5 0

es decir, se llega a una indeterminacién que, como ya se vio en los ejemplos 13 y 14, no significa que el
limite no existe. Se procede ahora a aplicar el método de racionalizacion:

I Jx-y-2-1 (\/x—y—z—l) <\/x—y—2+1)
xy)=>(52) x=y-3  (xy)=(52) \ x-y-3 Jx—y—2+1
x—y—2-1

racionalizando la funcion f(x,y) = —y_3

x—y—3

(x,y)llr(IS.Z) (x—y-— 3)(m + 1)

efectuando la multiplicacién de fracciones, donde:

(Jr=y=2-1)(Jx=y=2+1)=(Ja=y=2)—(1) =x—-y-2-1 =x—y—3

1
= i —_—
(x,y)lir(l5,2) VX=y—2+1
simplificando la fraccion

1
T V5—2-2+1
por sustitucion directa, con x =5,y = 2

1
2

s . -y—-2—-1 . 1 , . . .y
Por lo tanto, el limite  lim ¥>—"""existe y vale =, por el método de racionalizacion.
(xy)-(52) x-y-3 2



16. lim (xy,é,\/xZ +y2+2z%,z— y)

(xlyrz)_)(_lloll)
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En este caso, la sustitucion directa es posible por la propiedad (x), entre otras propiedades, y el limite se

calcula como se indica a continuacion:

lim (xy,é,\/xz +y%2+2z%2,z— y)

(x;y,Z)_’(_ 1;0;1)

(c—:MO)(lxﬂ J(—1V-+GD2+(1V,1—0)

=(0,-1,v2,1).
Donde se identifica a la funcién f: R® — R* definida por
— 1 2 2 2, _
flx,y,2z) = (xy,xz,\/x +y2+2z2%,z y),
cuyas funciones componentes son:

fl(x»%z) = xy
1
f2(x'yrz) - E

f3(x;3’»Z) = sz +y2 +ZZ
ﬁl-(x'yrz) =z-)y

Ademas:

fl( XY, Z )_ lim xy

(x, yz)—>( 1,0,1) (x,y,2)-(-1,0,1)

= (—1)(0) por las propiedades (vi) y (ii)

=0
. 1
(xyz)e( 101)f 2(%,y,2) = (x,y.z)lir(ril,o,l)xz
= 1)(1) por las propiedades (vii), (i) y (ii)
=1
— 1 [ 22 2 2
(x,y,2)— (101)f3(x Y,2) = (x,y,z)lf?{fm,n XTtyttz

= /(=1)Z + (0)Z + (1)? por las propiedades (ix), (iv), (viii)y (ii)

V2
oy = lim 7y

(x,y, z)—>( 1,0,1) (x,y,2)-(-1,0,1)
= 1 — 0 por las propiedades (v) y (i)

=1

Notese que en cada uno de los incisos analizados en la seccion 2.1.5, el limite si existe.
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2.1.6 Limites direccionales de funciones f: R? - R

Para funciones reales de una sola variable real, la existencia del limite depende de que ambos limites
laterales, izquierdo y derecho, existan y sean iguales; es decir, tomen el mismo valor real. Por otro lado,
para funciones reales de dos variables no tiene sentido hablar de limites laterales, por lo que este concepto
se reemplaza por el de limites direccionales, en virtud de que existe una infinidad de caminos o
trayectorias que permiten acercarnos al punto en cuestion, a través de rectas o curvas que pasen por dicho
punto. (Vera, 2005).

En otras palabras, para funciones de la forma f:R? — R, en la notacién de limite dada por

( l)lTr(l b)f(x, y), tener (x,y) — (a, b) significa que los pares ordenados (x, y) se pueden aproximar al
x,y)=a,

punto (a, b) en cualquier direccion, por trayectorias rectas o curvas que pasen por el punto (a, b). Méas
aun, para que el limite ( l)m(z b)f(x, y) exista, se requiere que al aproximar (x,y) al punto (a, b), por
x,y)—(a,

todas las posibles direcciones, los valores de la funcion f(x,y) se aproximen a un mismo valor real,
puesto que el valor del limite es Unico; es decir, todos los limites direccionales deben existir y ser iguales.
En consecuencia, si alguno de los limites direccionales no existe, o bien, dos 0 mas limites direccionales

existen, pero no coinciden, entonces se dice que el limite : l)lTY(l b)f(x, y) no existe.
x,y)—a,

En la préctica, se utilizan los limites direccionales cuando los métodos de factorizacion y
racionalizacion no son aplicables para calcular el limite de una funcion racional que, al evaluarla en el

. . ., 0 . .
punto dado, resulta en una indeterminacion, esto es: f(a,b) = o Ademas, se acostumbra a aproximar

los pares ordenados (x,y) al punto (a, b) por rectas o curvas adecuadas, dependiendo del grado de las
variables que aparecen en el denominador de la funcion; por ejemplo, se usan rectas cuando las variables
del denominador son del mismo grado y pardbolas cuando el grado de una de las variables es el doble
del grado de la otra variable.

En cualquiera de los casos, se debe recordar que la trayectoria, sea recta o curva, debe pasar por
el punto en cuestion. En el caso de las rectas que pasan por el punto (a, b), es Util recordar que su ecuacion
en su forma punto — pendiente es y — b = m(x — a), donde m es la pendiente de la recta (ver la figura
2.3). En el caso de parabolas con vértice en el punto (a, b), si éstas son verticales su ecuacion es de la
forma (x —a)? = c(y — b), mientras que, si éstas son horizontales, su ecuacion es de la forma
(y — b)? = c(x — a), donde c es una constante (ver la figura 2.4(a)-(b)).

También se debe tener presente que el método de los limites direccionales s6lo permite concluir
sobre la no existencia de un limite, en aquellos casos donde es posible determinar dos 0 mas trayectorias
por las cuales el valor de los respectivos limites direccionales no coincide. En contraste, este método no
garantiza la existencia del limite, debido a que, aun cuando todos los limites direccionales que
consideremos tomen el mismo valor real, es posible que exista una trayectoria diferente a las
contempladas para la cual el valor del limite direccional ya no sea el mismo; lo méas que se puede concluir
cuando por varias trayectorias diferentes sus respectivos limites direccionales existen y son iguales es
que, de existir el limite, su valor debe coincidir con el de los limites direccionales calculados.
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Figura 2.3 Rectas que pasan por el punto (a, b), de ecuacion: y — b = m(x — a)

- X
~14 -13 = -0 -9 8 -T -6 -5 4 10| /1 3 § BN\ 7 8 B0 11 12 13 w4

-2
-

-7
Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Figura 2.4(a) Parabolas verticales con vértice en el punto (a, b), de ecuacion:
(x—a)*=c(y—»b)

iy

5
4
[

-4 =13 12 -1 0 -9 4 7<% -5 -4/-3 -2/ 1 /3 B 84 & 9 M1 14

Figura 2.4(b) Parabolas horizontales con vértice en el punto (a, b), de ecuacion:
-b?=clx—a)

W
6
‘ |
ab
=741 -10 -9 -8 -7 - -3 -2 -1 2/ A 5 T & 9 t0 3 14
-1,
-2
.“
-6
-1'

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico
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Ejemplos

lzm f(x,y) existe.

3 3
1. Sea f:R? - R la funcién definida por f(x,y) = ;32 m

(Adaptado a partir de Larson et. al., 1996, p. 1125).
Solucion:
No es aplicable la sustitucion directa, puesto que al evaluar la funcién f en (0,0) se tiene que:

(0)°+(0)° 0

FO0 =G+ w07 "o

es decir, se llega a una indeterminacion, lo que no significa que el limite no existe. No son aplicables los
métodos de factorizacion y racionalizacion, aun cuando el numerador se puede factorizar como una suma
de cubos, dicha descomposicion no conlleva a una simplificacion que permita calcular el limite por el
método de factorizacion. En efecto:

x3 +y
f( :V) - 2
(x, y) (0 0) (x, y)—>(0 0) x?% + y?

(x +y)(x* —xy +y?)
im
(x,y)~(0,0) x? + y?

factorizando el numerador

donde en la ultima fraccién notamos que no aparecen factores iguales en numerador y denominador,
resultando imposible la simplificacion de la funcion.

Calculando ahora limites direccionales, se procede a aproximar (x,y) al punto (0,0) por
diferentes trayectorias que pasan por (0,0), como se muestra a continuacion.

Por el eje x (y = 0):

(x, y)—>(0 o)f(x y) - llmf(x O) Sustltuyendo y = 0

x3+(0)3
= im0

x+y

evaluando f(x,y) = ~en (x,0)

= lim= efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 X2
= lingx simplificando la fraccion
xX—
= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)
Por el eje y (x = 0):

(x, y) (0, O)f(x y) = lef(O y) sustituyendo x = 0

—llm()

L 0Ty evaluando flx,y) =
y—)

3
= lirrg% efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= llmy simplificando la fraccion
y—)
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= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)
Por la recta identidad y = x:

(x, y) (o, o)f(x y) - llmf(x X) SUStltuyendo y=x

x—-0X

. 2x8 . .
= lm&ﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
X—

= limx simplificando la fraccion

x—0
= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Aproximando (x, y) a (0,0) por cualquier recta de pendiente m que pase por el origen, y = mx,
se tiene:

flx,y) = llmf(x mx) sustituyendo y = mx
(x, y) (0 0)

— lim x3+(mx)3
#30 2+ (m)?

3 3
evaluando f(x,y) = iziyz

3

+m3x3 ]
=li m% efectuando las potencias

x>0 X2+m

x3(1+m3

= lim 2) factorizando numerador y denominador

x—0 x2(1+m

x(1+m3)

- x—0 (1+m?2)

_ (14m®)

T (1+m2) x

simplificando la fraccion

llmx por la propiedad 2.1.4(iii)

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Aproximando (x,y) a (0,0) por cualquier parabola con vértice en el origen y = ax?, con a # 0,
se tiene:

flx,y) = llmf(x ax?) sustituyendo y = ax?
(xy) (0 0)

— i x3+(axz)3 | d _ x+y?
= lim———" evaluando f (x,y) = 5=

x—0 X2+(ax?)?

3

+a3x® .
= lim =—— efectuando las potencias
xZ+a2x*

x—0X

3(1+ . .
= lm(} x2E1+a2 23 factorizando numerador y denominador
xX—

— lim x(1+a3x?)

M= e simplificando la fraccion
X—

= 0 por sustitucion directa
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Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x, y) se aproxima a (0,0) por los ejes, por cualquier recta
que pasa por el origen, y = mx, y por cualquier parabola y = ax?2, con a # 0, se intuye que, de existir

el limite : l)m(z0 f(x,v), suvalor es 0. Ver la gréfica en la figura 2.5.
xX,y)=

x3+y3
x2+y?

Figura 2.5 Gréfica de la funcion f(x,y) =

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Es importante resaltar que, en el calculo de cada uno de los limites direccionales, las operaciones
. . . -, 0 .
algebraicas son fundamentales para no llegar a una indeterminacion, 5+ gue no aplica de efectuar

correctamente todos los pasos indicados en cada proceso. Retomando, por ejemplo, el célculo del limite
direccional por la recta identidad y = x:

(x, y) (o, o)f(x y) = llmf(x x) sustituyendo y = x

x—-0X

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 2x2

= lirréx simplificando la fraccion
X—

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

de no efectuar las operaciones en numerador y denominador y simplificar la fraccion, antes de evaluar el
limite, se llegaria a una indeterminacion; es decir, un error bastante comun es el siguiente:

=1 sustituyendo y =
olm, e y) = limf (x,x) sustituyendo y = x

= limZ
x—-0XxX“+x

3 3
= % por sustitucion directa (jERROR! antes de evaluar el limite se deben efectuar las operaciones

en numerador y denominador y simplificar la fraccién resultante)
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O bien:

o lim foy) = Limf (x, x) sustituyendo y = x
_ x3+y3

= fff& evaluando fy) =53

. 2x8 . .
= l”’gﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—

_ 2(0)®
"~ 2(0)2
resultante)

por sustitucion directa (jERROR! antes de evaluar el limite se debe simplificar la fraccion

En ambos procesos erréneos se llegaria al 2 > que NO es lo mismo que 0.

2. Sea f: R? — R la funcién definida por f(x,y) = xfi;

lim x,y) existe.
(x,y)—>(0,0)f( Y)

Solucién:
No es aplicable la sustitucion directa, puesto que al evaluar la funcién f en (0,0) se tiene que:

OIO
o0 =@ @ o

esto es, se llega a una indeterminacion. Tampoco son aplicables los métodos de factorizacion y
racionalizacion; por lo que se procede a calcular limites direccionales, aproximando (x,y) a (0,0) por
diferentes trayectorias que pasan por (0,0).

Por el eje x (y = 0):

=1 0) sustituyendoy = 0
o lm f(x,y) = limf (x,0) sustituyendo y =

#(0)?
fffés(ﬁ

evaluando f(x,y) =

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0X

= lingo efectuando la divisién x% =0,parax =0
X—

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
Por el eje y (x = 0):

x y)ﬁ(o O)f(x y) = lef(O y) sustituyendo x = 0

= lim 0y

L ey s evaluando f(x,y) =
y—)

. 0 . .
= l”’g; efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)
. e ., 0
= lm(%o efectuando la division i 0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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Por larectay = x:

i, o)f (x,y) = Limf (x, x) sustituyendo y = x

= lim—

1y evaluando flx,y) =
xX—

. x3 . .
= lmgﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
.1 . . p- .,
= lim = simplificando la fraccion
x—0 2
1 . .
= por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por los ejes y se aproxima a %

cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por la recta identidad y = x, se concluye que ( l)irr(zo 0)f(x, y) no
x,y)—(0,

existe; puesto que, por dos trayectorias diferentes, los respectivos limites direccionales toman dos valores
distintos. Ver la gréfica en la figura 2.6.

Figura 2.6 Gréfica de la funcion f(x,y) =

x3+y3

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Notese que, en particular, a lo largo de los ejes coordenados los limites direccionales existen y
valen O Un error bastante comun en el calculo de estos limites direccionales es no efectuar la division,

— 0 5 que da por resultado 0, siempre que x # 0y y # 0 (lo cual se cumple por la definicion de limite),
antes de evaluar el limite, llegando a una indeterminacion.

Por ejemplo, en el proceso realizado para calcular el limite direccional por el eje x:

U (x,y) = Limf (x, 0) sustituyendo y = 0

= lim *(0)*

lim o evaluando f(x,y) =

. 0 . .
= lméx_s efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
. .., 0
= lim0 efectuando la division — = 0, parax # 0
x—0 X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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lo que se suele hacer erroneamente es lo siguiente:

=1 0) sustituyendoy = 0
olim fGey) = limf (x, 0) sustituyendo y

o x(0?
ff_'féw)s

evaluando f(x,y) =
= lirréx% efectuando operaciones en numerador y denominador

xX—
= % por sustitucion directa (ERROR! antes de evaluar el limite se debe efectuar la division x% = 0)

0 .
donde S noes lo mismo que 0.

3. Sea f:R? - R la funcién f(x,y) = 4+ ~. Determina si . llTT(lO )f(x y) existe. (Adaptado a partir

de Estrada, Garcia y Monsivais, 2003, p. 96).
Solucion:

Evaluando la funcion f en (0,0):

(0)?°(0) 0

fO0 =y @2 =0

se llega a una indeterminacidn, por lo que no es aplicable la sustitucion directa. Tampoco son aplicables
los métodos de factorizacion y racionalizacion, por lo que se calcularan limites direccionales,
aproximando (x, y) a (0,0) por:

El eje x (y = 0):

(x y)—>(0 O)f(x y) = llmf(x 0) sustituyendoy = 0

_ ge X2(0)
= lim o

evaluando f(x,y) = ——en (x,0)
. 0 . .
= lmgx—4 efectuando operaciones en numerador y denominador
xX—
= lirréo efectuando la division x% =(0,parax =0
X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)

El eje y (x = 0):
=1 0, y) sustituyendo x = 0
iy o f @ y) = Limf(0,y) yendo x =
= lim 0% —evaluando f(x,y) =
y—0 0 (0)*+y

. 0 . .
= l”’gﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la leISIOﬂ —=0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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La pardbola y = x2:

lim f(x,y)= llmf(x x?2) sustituyendo y = x?
(x,y)-(0,0)

_ i X2(x?)
_ilm x4+ (x2)2

evaluando f(x,y) =

4

= lirrézx? efectuando operaciones en numerador y denominador

xX—

.1 . . p- .,

= l”’g > simplificando la fraccion

xX—

1 . .
= por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a dos numeros reales distintos (0 * %) cuando (x,y) se aproxima a
(0,0) por los ejes y por la parabola y = x?2, entonces : l)in(zo O)f (x,y) no existe. Ver la grafica en la
x,y)—(0,
figura 2.7.

S
x*+y?

Figura 2.7 Gréfica de la funcion f(x,y) =

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

En este ejemplo es importante observar que las variables que aparecen en el denominador de la

funcic _ x%y
uncion f(x,y) = pryve
la variable y, motivo por el cual se utiliz6 la trayectoria y = x?2, con la finalidad de igualar los grados de
las variables en el denominador y, de este modo, poder realizar las operaciones indicadas en éste. Por
otro lado, de haber ocupado la recta identidad, y = x, se hubiera llegado a que el limite direccional a lo
largo de esta trayectoria es 0, tal como ocurrié por los ejes coordenados; sin embargo, aproximarnos sélo
por los ejes coordenados y por la recta identidad, en este caso, no basta para poder obtener la conclusion
correcta, que es, que el limite  lim _f(x, y) no existe.

(x,y)-(0,0)

Notese que también se podria ocupar la trayectoria x = \/§ con y > 0; sin embargo, la

aproximacion de y a 0 solo se puede llevar a cabo por valores mayores que 0, como se indica a
continuacion.

fley) = limf (\/y,y) sustituyendo x = [y

(x, y)—>(0 0)

T )2y —
= lim, s evaluando £ (x, y) = x4+y2 en ({,y)
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2
= lim zy? efectuando operaciones en numerador y denominador
y-0

= lim - S|mpI|f|cando la fraccion
y—0t2

= % por la propiedad 2.1.4(i)

En consecuencia, en el calculo de los limites direccionales, es fundamental seleccionar de manera
adecuada las trayectorias.

4. Sea f: R? - R la funcion f (x,y) =
de Leithold, 1998, p. 940).

Determina si . l)iTT(lO » f (x,y) existe. (Adaptado a partir
x,y)=0,

2)2

Solucion:

No es aplicable la sustitucion directa, puesto que:

©°0) 0
@+ @22 0

es decir, se llega a una indeterminacion. Nuevamente, no son aplicables los métodos de factorizacion y
racionalizacion. Se calcularan limites direccionales, aproximando (x,y) a (0,0) por:

£(0,0) =

=1 0) sustituyendo y = 0
(x, y) -(0, o)f () lmf (x,0) Yy y =
— x°(0) B
= U Gz evaluando f(xy) = &3 y2)2 en (x,0)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

= lim0 efectuando la division % =0,parax # 0
x-0 X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)

El eje y (x = 0):
flx,y) = llmf(O y) sustituyendo x = 0
(xy) (0 0)
= lim& evaluando f(x,y) = en (0,y)
y—0 ((0)6+y?2)2 ’ (x 6+yz)2

. 0 . .
= lm&F efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la leISIOﬂ —=0,paray # 0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
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Lacurvay = x3:

lim f(x,y)= llmf(x x3) sustituyendo y = x3
(x,y)—(0,0)

= 1im —>%")__ evaluando flx,y) =
T x50 (x6+(x3)2)2 y

9
o 6+y2)2 en (x,x3)

1
= lmoz 2oy efectuando operaciones en numerador y denominador
X

. 1 . . pn .,
= lim -~ simplificando la fraccion
x—-0

= % por la propiedad 2.1.4(i)

Como f(x,y) se aproxima a dos nimeros reales distintos (0 * %) cuando (x,y) se aproxima a
(0,0) por los ejes y por la curva y = x3, entonces : l)in%0 0)f(x, y) no existe. Ver la gréafica en la figura
x,y)—0,
2.8.

Figura 2.8 Grafica de la funcion f(x,y) = —~2

x6+y2)2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

En este ejemplo, en el denominador de la funcion f(x,y) = el grado de la variable x es

( 6+ 2)2’
el triple del grado de la variable y, razon por la que ahora se uso la trayectoria y = x3, en lugar de la
parabola y = x? o la recta identidad y = x, direcciones por las que la funcidn se hubiera aproximado a
0, coincidiendo con los limites direccionales a lo largo de los ejes coordenados. De aqui que,
aproximarnos sélo por los ejes coordenados, por la recta identidad y por la parabola, en este caso, no es

suficiente para concluir que el limite  lim _f(x,y) no existe.
(x,¥)—(0,0)

Notese que también sirve ocupar la trayectoria x = i/} en lugar de y = x3, como se indica a
continuacion.

flxy) = limf (3/y,v) sustituyendo x = 3/y

(x, y)—>(0 0)

— ] (W)gy _ 3
T " (7.9)

= lim efectuando operaciones en numerador y denominador

y=0 (2 2)2
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4
= liné:'? efectuando la potencia en el denominador
y—)
= lim~ simplificando la fraccion
y-04
= i por la propiedad 2.1.4(i)

Después de haber analizado en los ejemplos anteriores el limite de funciones reales de dos
variables por los diversos métodos estudiados en este capitulo, podemos resumir el proceso a seguir para
el célculo del limite, como se describe a continuacion.

Para determinar si y_r)rﬁf(P) existe 0 no, donde f:R* > R, P =(x,y) y A= (a,b) € R?,
primero se intenta calcular el limite por sustitucién directa. Si g_r)r}lf(P) = f(A),con f(A) € R, entonces
el limite existe y es igual a £ (A). Si el limite no se puede calcular por sustitucion directa porque f(A4) =
% (es una indeterminacion), entonces se intenta aplicar el método de factorizacion o el método de
racionalizacion. Si el limite no se puede obtener por alguno de los métodos mencionados, aun cuando
f(4) = % entonces se intenta mostrar que el limite no existe, aproximando P a A por dos 0 mas rectas

0 curvas distintas y viendo que efectivamente f(P) no se aproxima a un mismo namero real. Si ocurre

que para tres 0 mas rectas o curvas adecuadas f(P) se aproxima a un mismo numero real L, entonces

puede intuirse que, de existir el limite girgf(P), éste debe ser igual a L. A este Ultimo método se le conoce
-

como calculo de limites direccionales y se realiza para mostrar formalmente que un limite no existe; o
bien, intuir o concluir informalmente sobre la existencia de un limite, principalmente cuando el limite es
de la forma:

*) (x’y) Y O)f(x y) con f:R? - R tal que £(0,0) = -

2.1.7 Resolucion de limites por coordenadas polares
En el caso particular en el que el limite es de la forma (*), cuando no es posible aplicar los métodos de

factorizacion ni racionalizacion para determinar el limite, ademas del célculo de limites direccionales, se
pueden llevar a cabo las siguientes sustituciones:

X =rcosf,y =rsend

es decir, cambiar a coordenadas polares, (r, 8), donde r representa la distancia de cualquier punto en el
plano cartesiano (x,y) al origen, (0,0), y 8 es el angulo que se mide en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, desde la parte positiva del eje x hasta el vector que inicia en el origen y termina en
el punto (x,y),conr >0y 0 < 6 < 2m. De este modo:

= 0, 0
i o f (o y) = Limf(r cos 6, rsend)

Donde, ademas:

x2 + y? = (rcos )? + (rsenB)?
=12 c0s? 0 + r?sen?d
=12(cos? 0 + sen?0)

=r%(1)

:T‘Z
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Debido a la identidad trigonométrica: cos? 8 + sen?6 = 1. Ver en la figura 2.9 la equivalencia
entre coordenadas rectangulares (x, y) y las coordenadas polares (r, 8).

Figura 2.9 Representacion de las coordenadas del punto (x, y) en coordenadas polares:
X =1rcosf,y =rsend

Thy

6
i 2q )
4

y = rsend

|
~14-13-12-11-10 9 -8 =7 -8 -5 4 -3 -2 -1 () 1 2 3 4 65 6 7 8 9 10 11 12 13 14
- X =rcosb

-2
-3
-4
-5
-6

7Y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Es importante advertir que aplicar coordenadas polares es equivalente a calcular limites
direccionales por rectas que pasan por el origen, cuya ecuacion es de la forma y = mx. Como se muestra
en la figura 2.10(a)-(b), cualquier punto (x,y) en el plano cartesiano determina un vector que inicia en
(0,0) y termina en (x, y), al cual se le puede asociar su correspondiente distancia r y angulo 6, de modo
que x = rcos 6,y = rsenf. Asi mismo, cada uno de esos puntos (x,y) determina una recta que pasa
por (0,0) y, en consecuencia, una posible trayectoria sobre la que se puede calcular su respectivo limite
direccional lim f(x,y) = limf(x, mx).

(x,¥)—(0,0) x-0

Figura 2.10 (a) Vectores determinados por puntos (x, y) en el plano cartesiano, que inician en el (0,0)

74y

69X,y )
(X2.y? ) - r LB (x‘y)
4
3

~n

(x3~Y3 )
= o
14 w13 «12 =11 =10 =9 B =T ~«6 =§ 4 -3 -2 -1

5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14

(x4.¥4)
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Figura 2.10 (b) Rectas determinadas por puntos (x, y) en el plano cartesiano, que pasan por el (0,0)

(%3.¥5 ) X% ) %
~14-13-12-11-10 -9 -8 -T -6 -8 4 2 5 6 7 & 0 10 11 122 13

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico

Ejemplos

1. Sea f: R? — R la funcién definida por f(x,y) =

x3+
x2

y3 . . i .
. Determina st lim X,y) existe.
y? AR

Solucion:

Enel ejemplo 1 de la seccion 2.1.6, se utilizaron limites direccionales para concluir que el posible
valor del limite  lim f(x,y)esO.
(x,y)—(0,0)

Ahora se usaran coordenadas polares:

li , =1 2] , 4]

LA fx,y) Limf (r cos 8 ,rsend)
. (rcos@)3+(rsenf)3

r—0 (rcos6)2+(rsenB)?2

3
evaluando f(x,y) = ;32

3

enx =rcos B,y = rsenf

3

r3 cos3 041r3sen36

= lim
r—=0 12 cos? 0+risen26

efectuando las potencias

. 13(cos® 6+sen®0)
= lim
r—0 r2(cos? 0 +sen?0)
factorizando numerador y denominador

. 1(cos® 0+sen®0)
= llm—
r—0 Cc0s20+sen26
simplificando la fraccion

— lim r(cos® 6+sen®9)
10 r
aplicando la identidad cos? 8 + sen?8 = 1

= lir% r(cos® 6 + sen0)
T
dividiendo
= (cos36 + sen39)lirr6 r
Vi
por la propiedad 2.1.4(iii)
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= (cos3 6 + sen30)(0)
por la propiedad 2.1.4(ii)

=0

Donde la expresion cos3 8 + sen36 no depende de r y es acotada, es decir, no tiende a crecer
indefinidamente al variar los valores de 6.

2
2. Sea f: R? - R la funcién f(x,y) = x:Zy3 o im 0)f(x, y) existe.
x,y)—0,

Solucion:

En el ejemplo 2 de la seccion 2.1.6, se utilizaron limites direccionales para mostrar que

: ) (0 ” f(x,y) no existe. Ahora se usaran coordenadas polares:
x,y)—

=1 o, 0
. y)—>(0 0)f (x,y) = lmf (rcos 8,rsenf)

(r cos 68)(r sen 6)?

r—0 (rcos8)3+(rsen8)3

xy?
evaluando f(x,y) = 5

X =rcosf,y=rsend

r3 cos @ sen? 0

r—0 13 cos3 0+r3sen30
efectuando operaciones

— lim r3(cos 8 sen? 9)

r—>0 r3(cos3 0+sen30)
factorizando numerador y denominador

— lim cos 0 sen? 6

r—>0 cos3 B+sen36
simplificando la fraccion

__ cosBsen?6
cos3 O+sen30

por la propiedad 2.1.4(i)

., cos@sen?8 ..
Donde la expresion —————— no depende de r, pero tampoco es un valor fijo (no es una
cos3 6+sen30

constante), puesto que varia conforme a los diferentes valores que puede tomar 6. De aqui que, el valor
del limite no es Unico y, en consecuencia, no existe.

3.Sea f: R? — R la funcion f(x,y) = % Determina si “ l)irr(lo O)f(x, y) existe. (Adaptado a partir
x,y)—(0,
de Leithold, 1998, p. 940).

Solucion:

Evaluando la funcion f en (0,0):

(0)*(0) + (0)(0)* _ 0
02+ (0)2 0

£(0,0) =

se llega a una indeterminacion, lo cual no implica que el limite no existe. Como no son aplicables los
métodos de sustitucion directa, factorizacidon y racionalizacion, se calcularan limites direccionales,
aproximando (x, y) a (0,0) por:
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El eje x (y = 0):
, y) (0, O)f(x y) = lsz(x 0) sustituyendoy = 0

2 2
= fﬂfg% evaluando f(x,y) == Zixi' en (x,0)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 X2

= lingo efectuando la division % =0,parax #0
X

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
El eje y (x = 0):

=1 0, y) sustituyendo x = 0
(WHO 0)f(x y) lmf( y) y X

X y+xy

=i Mevaluando floy) =2 e (0,y)

y-0 (0)2+y

. 0 - .
= lméﬁ efectuando operaciones en numerador y denominador
y—)

= lim0 efectuando la d|V|S|0n —=0,paray #0
y—)

= 0 por la propiedad 2.1.4(i)
Por larectay = x:

€3 y)—>(0 O)f(x y) = lsz(x x) sustituyendo y = x

x%x+xx? x2y+xy?

= lim———-evaluando f(x,y) =

lim ayz N (x, x)

= llm— efectuando operaciones en numerador y denominador

x—0 2x2

= limx simplificando la fraccion
x—0

= 0 por la propiedad 2.1.4(ii)

Como f(x,y) se aproxima a 0 cuando (x,y) se aproxima a (0,0) por los ejes y por la recta
identidad y = x, se intuye que, de existir el limite : l)iTY(lO 0)f(x, y), su valor es 0.
x,y)—0,

Utilizando ahora coordenadas polares:

(x, y) (0, o)f (x,y) = limf (r cos 8 ,rsend)

— lim (r cos 8)2(rsenB)+(r cos 8)(rsenf)?
T 50 (r cos 0)2+(rsenf)?

2 2
evaluando f(x,y) = —xxiiif

enx =rcos B,y =rsenf

3

13 cos? sen@+13 cos Bsen?0

= lim

r—0 12 cos? 0+r2sen?f
efectuando operaciones en numerador y denominador
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13 cos Bsenf(cos B+senf)

= lim
r—0 r2(cos? 0+sen?9)

factorizando numerador y denominador

r cos OsenB(cos 0+senf)

= lim
r—0 cos? B+sen?@

simplificando la fraccion

r cos OsenB(cos 0+senf)

= lirrol T
Vi
aplicando la identidad cos? 8 + sen?6 = 1

= lirrcl) r cos 6 senf(cos 6 + send)
T

dividiendo

= cos 0 senf(cos 6 + senB)lincll r
r—
por la propiedad 2.1.4(iii)

= cos 6 senB(cos 6 + senf)(0)
por la propiedad 2.1.4(ii)

=0
De aqui que, efectivamente, el posible valor del limite : l)in%0 0)f(x, y) es 0. Ver la gréficaen la
x,y)—0,
figura 2.11.
. - . _ xPy+xy?
Figura 2.11 Gréfica de la funcion f(x,y) = o

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

2.2 Continuidad

En la seccidn anterior se estudiaron los diversos métodos que permiten determinar el limite de una
funcion, en particular, de una funcién real de dos variables. Ahora se incluira la existencia del limite
como una condicidn necesaria para establecer otro concepto importante del Calculo, que es el concepto
de continuidad de una funcién, iniciando con la continuidad en un punto.
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2.2.1 Definicion de continuidad en un punto y tipos de discontinuidad

Sean f:R"™ - R™ y A € R"™. Se dice que f es una funcion continua en A si se satisfacen las siguientes
tres condiciones:

(i) f(A) existe.

(i) Il)ﬂf(P) existe.
(iii) Limf (P) = £ (A).

Si una 0 mas de estas tres condiciones no se cumple, entonces se dice que f es discontinua en A.
Ademas, la discontinuidad puede ser removible o esencial, dependiendo de si el limite E”}f(") existe o

no. Asi, f tiene una discontinuidad removible (o evitable) en A si Il)irr}lf(P) existe; mientras que, f tiene
una discontinuidad esencial (o no evitable) en A si g,irgf(P) no existe.

Para el caso particular en que f:R? - R, P y A son pares ordenados de la forma P = (x,y) y
A = (a,b), donde x, y son las variables independientes y a, b son nimeros reales. De modo que, f es
continua en el punto A = (a, b) si y solo si:

(i) f(a, b) existe.

(il)( yl)zm f(x,y) existe.

(i) ,, lim  f(x,y) = f(a,b).

Donde “f(a, b) existe” y ) m f(x,y) existe” significa que tanto la funcion f evaluada en
a
el punto (a, b), f(a,b), como el I|m|te . lm(z » f(x,y), toman valores reales.
a,
Ejemplos

1. Determina si la funcion f(x,y) = 6x% — 3x%y + y — 5 es continua en (—1,1).
Solucion:

Para determinar la continuidad de la funcién en el punto indicado, se vera si se cumplen o no las
tres condiciones de la definicion 2.2.1. Primero, se evalla la funcién en el punto (—1,1):

f(-1,1)=6(-1)?-3(-1D?*(1)+(1)-5=6-3+1-5=-1

Es decir, f(—1,1) = —1 es un namero real, por lo que f(—1,1) existe y se cumple la condicion
(). Ahora se calcula el limite ( )l”En ) 1)f(x, y) por sustitucion directa:
x,y)—-(—1,

x,y)= lim 6x*—-3x*y+y-5
(xy) -(- 11)f( y) (xy)-(-1,1) yry

=6(-1)?-3(-D*(1)+ 1) -5
=-1

Esto es, lzm f(x,y) =—1, por lo que lim f(x,y) existe y se cumple la condicion
(x,y)—=(-1,1) (xy)-(-1,1)

(i1). Finalmente, como se tiene que:

fy)=-1=f(=11)

(xY) ( 1,1)
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también se cumple la condicion (iii). Como se satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii), entonces f es
continua en (—1,1). Ver la gréfica en la figura 2.12.

Figura 2.12 Gréfica de la funcion f(x,y) = 6x? —3x%y +y —5

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

De hecho, la funcion f(x,y) = 6x? —3x%y + y — 5 es continua en cada punto de la forma
(a,b) € R?, por ser una funcién polinomial de dos variables. La continuidad de las funciones
polinomiales se establecerd formalmente en la seccién 2.2.2.

2. Determina si la funcién f(x,y) = es continua en (—3, —4).

x2+y2+25
Solucion:

Se procede a revisar si se cumplen las condiciones de la definicion 2.2.1. Primero, se evalla la
funcion en el punto (-3, —4):

—3—(—4) —3+4 1

fC3 =Y =y a2+ 25 9416425 50

Como f(—3,—-4) = % que es un namero real, entonces f(—3,—4) existe, cumpliéndose la

condicion (i). En segundo lugar, se calcula el limite : )li(mg 4)f(x,y) que, como Se muestra a
X,y )—=(—5,—
continuacion, se puede resolver por sustitucién directa:

x—y -3+4 1
fOoy)=__ lim 5 =—
(xy)—>( 3,-4) (x y)—>( 3-9)x%+y2+25 T9+16+25 50
Como = ,entonces lim x,y) existe y se cumple la condicién (ii).
x ) (3 4)f( y) = (x,y)ﬁ(_s,_@f( y) y p (i)
Ademas, se tiene que:
fOoy) === f(-3,-4)

(xy) (3 —4)

Es decir, se cumple la condicién (iii). Como se cumplen (i), (ii) y (iii), entonces: f es continua en
(—3,—4). Ver la gréfica en la figura 2.13.
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xX—y
x2+y2+425

Figura 2.13 Grafica de la funcion f(x,y) =

6%z
s

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

- x_zy es continua en cada punto (a, b) € R?, por ser una
x4+y<+25

funcion racional definida en todo R2. La continuidad de las funciones racionales se establecera
formalmente en la seccién 2.2.2.

De hecho, la funcion f(x,y) =

2_.2
3. Determina si la funcion £ (x,y) = % es continua en (—1,1).

Solucion:

2_(_1\2
Como f(—-1,1) = % = % no esta definido (no existe), entonces fes discontinua en (0,0),

debido a que no se cumple la condicién (i) de la definicidén 2.2.1. Ver la gréfica en la figura 2.14. Ademas,
es una discontinuidad removible, puesto que:

2_,2 —

lim Y _ =) +x)

(x'ZV)—’(—lnl) x+y (x:ZV)—’(—lll) x+y

=yt )
=1-(-1)
=2
Esto es, - )lir(’l - f(x,y) existe y es igual a 2 (por el método de factorizacion).
Figura 2.14 Gréafica de la funcién f(x,y) = yi;;z

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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4. Determina si la funcion f(x,y) = ———; es continua en (0,0). (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p.
933).

Solucion:

0

Como f(0,0) = m
debido a que no se cumple la condicion (i) de la definicion 2.2.1. Ver la grafica en la figura 2.15.

= % no esta definido (no existe), entonces f es discontinua en (0,0),

Ademas, es una discontinuidad esencial, pues al aproximar (x, y) a (0,0) por el eje x se tiene que:

X X ) 1
(xy) (oo)f(x y) = limf(x,0) = llmT(O)z lm-z =lm>

.1 . ;.
donde llTrol; no existe, puesto que sus limites laterales no toman valores reales:
X—

L1 L1
lim-=-oc0y lim=-=+o
x—-0~ X x>0t X

De aqui que, Llim x,Y) no existe.
quique, = Lim fCxy)

Figura 2.15 Grafica de la funcion f(x,y) =

x2 +y2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

xy? ,
5. Sea f: R? - R la funcion definida por f(x,y) = {x3+y3 st (xy)# (00)
si (x,y) =(0,0)

. Determina queé tipo de
discontinuidad tiene f en (0,0).

Solucion:

En este caso, se trata de una funcion a trozos definida por f(x,y) = 3+ S

(x,y) # (0,0) y tal que £(0,0) = 0; es decir, f si toma un valor real, de 0, en (0,0). En otras palabras,
£(0,0) existe y se cumple la condicidn (i) de la definicion 2.2.1.

para todo

2
Por otro lado, como el limite . yl)ilr(lo 0 f(x,y) se calcula a partir de que f(x,y) = x’;y para todo

+y3
(x,y) # (0,0), aplicando el método de los limites direccionales, como se vio en el ejemplo 2 de la

seccion 2.1.6, se concluye que ( l)in(l0 0)f(x, y) Nno existe; puesto que, los limites direccionales por los
X,y )=,

ejes coordenados toman el valor de 0, mientras que el limite en la direccion de la recta identidad,
1 . .y .. . e s .

y = x, vale > Deaqui que, no se cumple la condicion (ii) de la definicion 2.2.1 'y, en consecuencia, f es

discontinua en (0,0) y la discontinuidad es esencial.
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A continuacién, se vera que las operaciones entre funciones continuas dan por resultado una
nueva funcion continua.

2.2.2 Propiedades de las funciones continuas y sus consecuencias

Si £y g son funciones continuas en A y ¢ es un numero real cualquiera, entonces c¢f, f + gy f — g son

continuas en A. En particular, si f y g son funciones de valores reales, también la multiplicacion fg y la
division g son continuas en A, agregando que g(A) #0, para el caso de la division. Ademas, para f(P) =
(fl(P),fz(P), ...,fm(P)) se tiene que f es continua en A si y sélo si fi, f5, ..., fi, SON continuas en A.

Estas propiedades se deducen de las respectivas propiedades de los limites, establecidas en la
seccion 2.1.4. Mas aun, se tiene que: f es continua en un conjunto si es continua en cada elemento de
dicho conjunto, siempre que f es una funcion de varias variables con valores reales o vectoriales. A su
vez, como consecuencia de las propiedades de las funciones continuas, se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

M Toda funcidn polinomial de n variables es continua en R™.
(i)  Toda funcidn racional de n variables es continua en su dominio.
Afirmaciones que quedan ilustradas a través de los siguientes ejemplos.

1. Las funciones f(x,y) = x2 +y? — 4, f(x,y) = x? —2xy —3y? y f(x,y) = 5xy? + 2y son
continuas en R?, por ser funciones polinomiales en dos variables. Asi mismo, las funciones
fle,y,2) =x2+y?>+ 2%, f(x,y,z) =x°+3x%>y—2xz>+vy3z y f(x,y,z) =3xyz son
continuas en R3, por ser funciones polinomiales en tres variables.

. _ x? _ Sxy?+2y _ Xz .

2. Las funciones f(x,y) = et flx,y) = Toxr-ay? Y flx,y,2) = y Son continuas en sus
respectivos dominios, por ser funciones racionales. De este modo:

2
flx,y) = x;:-yz es continua en {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)}.

_ Sxy?+2y
f(x' y) T 16—x2—4y2

f(x,y,2) = %es continua en {(x,y) € R%|x — y # 0}.

es continua en {(x,y) € R?|16 — x? — 4y? = 0}.

x3+y

3. La funcion f(x,y, z) = (xzy, . )es continua en su dominio Domf = {(x,y,z) € R3|z # 0};
puesto que, f; (x,v,z) = x2y es continua en R3 (por ser una funcion polinomial de tres variables)
Y fo(x,y,2) = ﬁ% es continua en su dominio {(x,y,z) € R3|z # 0} (por ser una funcion
racional).

xy? .
4 Lafuncion f(x,y) = {5t @) # (00)

0 si (x,y) =(0,0)
2
En efecto, como f(x,y) = fiw para (x,y) # (0,0) entonces f es continua en cada

es continua en todo R?, excepto en el (0,0).

X
(x,y) # (0,0), por coincidir con una funcion racional. Ademas, se ha mostrado anteriormente
que f es discontinua (esencial) en (0,0).

Otra propiedad importante se estudiara en la siguiente seccion y trata sobre la composicion de
funciones continuas.

2.2.3 Composicion de funciones continuas
Sean g: R™® - R™y f: R™ — R¥ dos funciones tales que g(P) € Domf paratodo P € Domg. Si g es

continua en A € Domg y f es continua en g(A) € Domf, entonces la funcion compuesta f o g es
continua en A. Més aun, el limite de f o g se calcula de la siguiente manera:
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lim(f o g)(P) = (f ° 9)(4)

Es decir:
lim(fog)(P) = f (gzgg(P)>
Donde ,l,""jg(P) existe y toma el valor de g(A), en virtud de que g es continua en A.

Para el caso en que g es una funcion real de dos variables, g: R? - R, y f es una funcion real de
una variable, f:R — R, el célculo del limite de la composicion f o g se realiza como sigue:

(fog)(xy) = f( g(x y)> = f(g(a, b))

(xy)—>( ,b) ) ( ,b)

donde P = (x,y) y A = (a, b). También se obtienen las siguientes afirmaciones como consecuencia de
la composicidn de funciones continuas.

1. Como las funciones f(t) = sent, f(t) = costy f(t) = e* = exp(t) son continuas en todo R,
entonces determinar en qué puntos es continua una funcién de la forma h(P) = sen[g(P)] o
h(P) = cos[g(P)] o h(P) =exp[g(P)], donde g: R™ — R, es equivalente a determinar los
puntos P € R™ en los cuales g es continua. Asi

h(x,y) = Sen( ) es continua en su dominio: {(x,y) € R?|x # 0}.
h(x,y,z) = cos(x + y? — z?%) es continua en su dominio: R3.
h(x,y) = exp( ) es continua en su dominio: {(x,y) € R?|x # y}.

Ademas, el limite de cada una de las funciones compuestas, h = f o g, se calcula por sustitucion
directa en aquellos puntos que pertenecen al dominio de la funcién h (mismo dominio de la

funcién interna g). Por ejemplo, para la funcion h(x,y) = sen( ) que es la composicion de

Y Y\ = ™ —
f(t) =sent con g(x,y) = e tiene que: (x,yl)zr(lz,n) (x,y) = (xyl)l_r)r(lz Sen (x) = sen (2) =1
donde (2, 1) pertenece al dominio de h, puesto que su coordenada x es 2 (distinta de 0). Ver la

gréfica en la figura 2.16.

Figura 2.16 Gréafica de la funcién h(x, y) = sen (%)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Como las funciones f(t) = vty f(t) = Int son continuas en todos los nimeros reales positivos,
entonces determinar en qué puntos es continua una funcién de la forma: h(P) =,/g(P) o
h(P) = In[g(P)], donde g: R™ — R, es equivalente a determinar los puntos P € R™ en los cuales
g es continua y ademéas g(P) > 0. De este modo:

h(x,y,2) = /49 — x2 — y2 — z2 es continua en el conjunto {(x, y,z) € R3|49 — x? — y% — z2 > 0}.
h(x,y) = \/x2 —y2 — 4 es continua en el conjunto {(x,y) € R?|x? —y% — 4 > 0}.

h(x,y) = In(25 — x? — y?) es continua en el conjunto {(x,y) € R?|25 — x? — y? > 0}.

Ademas, el limite de cada una de las funciones compuestas, h = f o g, se calcula por sustitucion
directa en aquellos puntos del dominio de la funcion interna g tales que g toma valores mayores
que 0. Por ejemplo, para la funcién definida por h(x,y) = In(25 —x? —y?), que es la
composicion de las funciones f(t) =Int y g(x,y) =25—x?—y?% se tiene que:

. _ . _ 2_ 2 —
. j)lf%o,o)h(x’y)_(x, yl)llr(to‘o)ln(ZS x* —y*) =In(25) donde (0,0) es un elemento del

dominio de g tal que g(x,y) = 25 — x? — y2 toma un valor mayor que 0. Ver la grafica en la
figura 2.17.

Figura 2.17 Gréfica de la funcion h(x,y) = In(25 — x? — y?)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Ejercicios Propuestos

En los ejercicios 1 a 10, determina si el limite existe 0 no. Justifica tu respuesta mostrando el metodo
aplicado (sustitucion directa, factorizacion, racionalizacion, limites direccionales o coordenadas polares).

. x24y2
1. lim —2
(x,y)=(0,0) Vx2+y2+4-2

lim 2x%2—xy—3y?
(x,y)—>(1,—-1) 5x2+7xy+2y?

3 li _Ge+y)?
" (x,)-(0,0) ¥2—xy+y?

x(x—3)
T (y)=(3,-2) Yy+2

3_,43

. lim
(xy)—-(2,2) x-Yy

6. lim &
(x,y)-(9,—1) x=9y

x*—y

ol —
(x.y)lg%0.0) xt+y*t

4

lim x*+3x2+3y%+y*
(x,¥)~(0,0) x2+y?
3
. X
9. lim =3
(x,¥)-(0,0) x> +2y

3,,3
10. lim <2
(x,y)~(0,0) x6+y°

En los ejercicios 11 a 18, determina el conjunto méas grande en que la funcion f es continua.

11. f(x, y) = 2260

x=y

12. f(x,y) = cos (yzx_ )

1

3

18. f(x,y) =52

14. f(x,y) = In({/1 — x2 — y2)
xt+y*t

15, f(x,y) = {x2rr2 (x,) # (0,0)
0 si (xy)=1(00)

x%-2y?

16. f(x,y) = {wryz L @) #(00)
0 si (xy)=1(00)

17. f(x,y) = —=—

25—x2—y?2

xX—-y
18.f(0y) = ==



En los ejercicios 19 a 22, determina si la discontinuidad de f en (0,0) es removible o esencial.

2 2
19. f(x,y) = %

y
2xy
20. f(0 ) = Grsyian?
6xy?-2y3
21. f(x,y) = xxyz+yzy
2xty
22. f(x,y) =5

x6+y3
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Capitulo 3. Derivadas Parciales y Diferenciabilidad

Este capitulo se centra en un concepto fundamental que permite caracterizar de manera mas
amplia a las funciones reales de varias variables, contemplando que el valor de la funcion puede cambiar
conforme lo hace cada una de las variables de las cuales depende. Por ejemplo, en la funcion donde se
relaciona a la distancia recorrida d con la velocidad v y el tiempo t, d = vt, una cuestion a responder
seria que distancia se puede recorrer conforme se incrementa o se disminuye la velocidad mientras que
el tiempo se mantiene sin cambio; o bien, cudl es la distancia recorrida conforme cambia el tiempo,
mientras que la velocidad se mantiene constante. El concepto referido es el de derivada parcial, como
una generalizacion del concepto de derivada ordinaria de una funcion real de una variable estudiada en
el curso de Calculo de una Variable, mediante la aplicacion de los limites, enfatizando en el calculo de
las derivadas parciales de funciones de dos variables.

3.1 Derivadas parciales

Iniciaremos esta seccidn recordando el concepto de derivada de una funcion real f de una sola variable
x, definida a continuacion:

' i SR —f(X)
f'x) = bim—— ———
siempre que el limite existe. Ademas, se dice que la funcion y = f(x) es diferenciable en a € Domf si
y solo si f'(a) existe (es un valor real), donde f'(a) representa la razon de cambio instantaneo de y con
respecto a x; o bien, la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f (a)). En cuanto
a la notacion de la derivada de f con respecto a x, f'(x), que se lee “f prima de x”, también se puede

- . . d d
escribir de la siguiente manera: i 4

dx ' dx’

A continuacion, se establecen algunas de las reglas basicas de derivacion de las funciones reales
de una variable, con la finalidad de ocuparlas mas adelante en este capitulo.

d

1. - [c] = 0, donde ¢ es un namero real
d _ , .
2. - [x™] = nx™ 1, donde n es un nimero racional

d d ,
3. —[cu] = ¢=, donde ¢ es un nimero real
dx dx

dv

d du
4.a[u+v]—a+dx



d d
5 Llu—p]=R_&
dx dx dx
d dv du
6. a[uv] =u—+v—
d du dv
u
7.—H Yot ,SivE0
dx Lv v2
da n n— 1 d
8. = [u™] = nu donde n es un numero racional

9. L [senu] = cosu du
dx dx

10. < [cosu] = —senu du
dx dx

11. i[1,“anu] = sec?u &
dx dx

d du
12. —[cotu] = —csc®?u—

dx dx

d du
13. —[secu] = secutanu—

dx dx

d du
14. —[cscu] = —cscucotu—

dx dx

15. & d [ u] _eudu
dx dx

16. L[inu] = - &

dx u dx

Donde u y v son dos funciones diferenciables en x.

3.1.1 Definicién de derivada parcial

Para una funcion f de valor real en n variables, x4, x5, ...

variable esta definida por

af f(x1,%2, 00Xk +h, X)) — f(X1,X2,...Xn)
— (X1, X3, o, Xp) = lim
dxy h—-0 h

88

, Xn,, SU derivada parcial respecto a la k -ésima

siempre que el limite existe; es deC|r — es la derivada de f respecto a la variable x;, manteniendo fijas

las otras variables. De este modo, si f es una funcién real en las variables x y y, sus derivadas parciales

son:

of . fx+hy)-f(x,y)
—_ (x’ y) = ;lll;ré T

of o fay+h)—f(xy)
3y (x,y) = fffé —

siempre que los limites existen. Mas aun, para un punto fijo (a, b) € Domf:

O (a,b) = lim L @)

f(a,b+h)—f(a,b)

of o
ay (a,b) = fll—tr& h
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Equivalentemente, tomandox =a+hyy =b + h:

af I f(x,b)—f(a,b)
a (a) b) - }lcl_?; X—a

f(a,y)—f(a,b)

of o
ay (a,b) = le—rflﬁ y-b

siempre que los limites existen.

Observacion

En la préctica, si f es una funcion de n variables, x4, x5, ..., x,,, la derivada parcial de f con respecto a
Xi,conk = 1,2, ...,n, se calcula derivando a f respecto a la variable x; y tomando a las demaés variables
(distintas de x;,) como constantes, aplicando las reglas de derivacion para funciones reales que dependen
de una sola variable.

En el caso particular en que f es una funcién real de dos variables, x y y, la derivada parcial de

d . .
f con respecto a x, é, se calcula derivando a f respecto a la variable x y tomando a y como una constante.

. . . 0 .
Analogamente, la derivada parcial de f con respecto a y, é, se calcula derivando a f respecto a la
variable y y tomando a x como una constante.
En resumen, la derivada parcial de una funcion real en varias variables con respecto a alguna de
ellas es la derivada ordinaria de la funcion respecto a dicha variable, si se considera a las demés variables
como constantes.

3.1.2 Ejemplos de como calcular las derivadas parciales usando la definicion
1. Calculag—i x,y)y g—i(x, y),si f(x,y) =x+y.

Solucion:

La derivada parcial de f con respecto de x esta definida por:

af _ g fOe+hy)=f(xy)
a (X, )’) - ;llz)n

0 h
Donde:
fe+hy)-f(x,y) _ x+h+y—(x+y) _ x+h+y-x-y h _ 1
h - h - h T h
De aqui que:
Lim LR _ i1 = 4
h—0 h h—0
Es decir:
of
—(x,y) =1
ax( y)

para todo (x,y) € R2.



Anélogamente, como la derivada parcial de f con respecto de y esté definida por:

af g Fy+R)-f(xy)
oy (6 y) = izllr(% h

Donde:

fly+h)-f(x,y) _ x+y+h—(x+y) _ x+y+h-x-y _h _ 1
h o h o h T h

Se tiene que:

i LEXATTER) _ i = 4
h-0 h h—0

Es decir:

of B
E(XJ’) =1

para todo (x,y) € R2.
En resumen, las derivadas parciales de f se calculan como se muestra a continuacion:

of g flx+hy)—f(xy)
5 (6 Y) = bim —=——=——==

por definicion de derivada parcial de f con respecto de x

— lim [(x+h)+y]-[x+y]
h—0 h
considerandoque f(x + h,y) =(x+h)+y

. +h+y—-x-y
= [im T2
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

li h

=ium-

h—0 h )

efectuando las operaciones en el numerador

= lim1l
h—0 L
efectuando la division

=1
por la propiedad 2.1.4(i)

af _ g fOy+h)—f(xy)

por definicion de derivada parcial de f con respecto de y

— lim [x+(@y+h)]-[x+y]
h—0 h
considerando que f(x,y+h) =x+ (y+ h)

, +y+h—x-y
= hn1£———————
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

li h

=ium-

h—0 h )

efectuando las operaciones en el numerador
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= lim1l
h—0 L
efectuando la division

=1
por la propiedad 2.1.4(i)

Por lo tanto (x y)=1y —(x y) = 1, paratodo (x,y) € R?.

Por otro lado, las derivadas parciales de la funcion f(x,y) = x +y se pueden calcular méas
facilmente considerando lo indicado en la observacion anterior, esto es, cambiando la derivada parcial
por una derivada ordinaria como se muestra a continuacion.

Derivando parcialmente a la funcidn f respecto de la variable x, todas las expresiones que no
dependen de x seran tomadas como si fueran constantes (nimeros reales); de este modo:

d

( YY) =— [x+y] [x]+a[y]=1+0:1

ili ivacion: 2 _du A dx 4 4o =
Donde se utilizaron las reglas de derivacion: ™ [u+v] = Tt = 1y ™ [c] = 0.
Derivando ahora parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que

no dependen de y seran tomadas como si fueran constantes (nimeros reales); por lo que:

d d
( y) = [x+y] S+ bl=0+1=1
Donde se utilizaron las reglas de derivacion: 2 [u+v] = + d—v Y q y— [c] =0.
" dy dy’ dy

2.Si f(x,y) = xy, halla—ya—£

Solucién:
La derivada parcial de f con respecto de x esta definida por:

of . fx+hy)-f(x,y)

h
Donde:
fx+hy)-fxy) _ [(x+h)yl-[xy] _ xy+hy-xy _ hy _

h - h D R
Luego:
U (x,y) = élil%f(ﬂh,yz—f(x.y) = limy = y

Anélogamente, como la derivada parcial de f con respecto de y esté definida por:

2 (1,5 = lim L1 )



Donde:

fy+h)—-fxy) _ [x(v+h)]-[xy] _ xy+xh-xy _ xh
h - h - h T h

=X
Se obtiene que:

of _ iy LYY g
3y (x,y) = ;lllré — = ;ll_r)rgx x

En resumen, las derivadas parciales de f se calculan como se muestra a continuacion:

of _ g fOx+RY)-f(xy)
ax (6, y) = ;lllr(% h

por definicion de derivada parcial de f con respecto de x

_ Jiym Lo+mYI-lxy]
h—0 h
considerando que f(x + h,y) = (x + h)y

— lim xy+hy—xy
h—0 h .
efectuando las operaciones en el numerador

simplificando

por la propiedad 2.1.4(i)

of _ g fxy+h)=f(xy)
3y (x,y) = bim —=————==

por definicion de derivada parcial de f con respecto de y

— lim [x(y+h)]-[xy]
h—0 h
considerando que f(x,y + h) = x(y + h)

. +xh—xy
= lim 2Ty
h—0 h )
efectuando las operaciones en el numerador

. h
= lim=
h—0 h )
efectuando las operaciones en el numerador

= limx
. R0
simplificando

=X
por la propiedad 2.1.4(i)

Es decir: Z—i(x, y)=yy Z_f,(x' y) = x, para todo (x,y) € R?.
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Por otro lado, usando las Reglas de Derivacion:
of -2 - iyl = -
o ®y) =yl =x—[yl+y—[x] =x(0) + y(1) =y

0
Ty = bl =2+ y g =2 +y(0) = x

ili . 4 -, v du dx _ L=
Donde se utilizaron las reglas: — [uv] = u—+v_—, —= 1y - [c] = 0.

O bien:

af d d
5 oY) =yl =y—xl =y(1) =y

d
S@y=shol=xsl=x1) =x

- d du dx
Donde se utilizaron las reglas: —[cu] = ¢ — — =
dx dx dx

3.1.3 Ejemplos de como calcular las derivadas parciales usando las reglas o formulas de derivacion
3. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = x%y3 + y°.
Solucion:

En este ejemplo se aplicaran directamente las reglas de derivacion para calcular las derivadas parciales
de la funcidn indicada. Si primero se deriva parcialmente respecto de la variable x, todas las expresiones
que no dependen de x serdn tomadas como si fueran constantes; de modo que:

2 (0 y) == [x%y% + y°]
cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de x a la funcion f(x,y) = x%y3 + y®

— 21,2437 4 L [y6

—dx[xy]d+dx[y] o
. u v

aplicando = [u+v] = = + =

—v3L 1,214 4,6

=y S %] + = [y°]
. d du
aplicando —[cu] = c—
dx dx

=v3(Q2x)+0
aplicando C:l—x[u”] = nun‘lz—z y %[c] =0
= 2xy3

ordenando los factores

Es decir: Z—f(x, y) = 2xy? para todo (x,y) € R2.

X

Notese que, en este caso, las expresiones y3 y y© son consideradas como constantes, puesto que
se derivo con respecto a la variable x.
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Si ahora se deriva parcialmente respecto de la variable y, todas las expresiones que no dependen
de y serdn tomadas como si fueran constantes; de modo que:

( Y) = [ >+ y°]
camblando Ia notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de y a la funcion f(x,y) = x?y3 + y°

_9dr.2.314 9.6
= XY+ e

aplicando % [u+v] = Z—;‘ + Z—;
=X —[ 1+ [ °]
aplicando E[Cu] = cZ—;‘

= x*(3y?) + 6y°

aplicando % [u"] = nu™?! Z—;

= 3x%y? + 6y°
ordenando los factores

Esto es: Z_sz(x’ y) = 3x%y? + 6y° para todo (x,y) € R2.

Donde ahora la expresion x2 es considerada como una constante, debido a que se derivo con
respecto a la variable y. En general, para calcular ambas derivadas parciales, se utilizaron las reglas de
derivacion siguientes:

dv d n—1du

a _duav 4o du o A
dx [u+v]_dx+dx’ dx [Cu] Cdx’ dx [u] nu dx y dx [C] 0

enunciadas para cuando las funciones u y v dependen de la variable x.

4. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = ——.

x2+y?
Solucion:

Nuevamente, se aplicaran las reglas de derivacion para calcular las derivadas parciales. Derivando
parcialmente a la funcién f respecto de la variable x, todas las expresiones que no dependen de x seran
tomadas como si fueran constantes; de este modo:

af _d [ xy ]
ox x,y) T dx Lxz+y2

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con

respecto de x a la funcion f(x,y) = x2+yy

(x +y2) [xy] xyd [x2+y?]
(x2+y2)2

du dv
— _u—

. d v
aplicando — [3] = dx__dx
dx Lv

p2

_ G o) gelal) -y (Gl b ly?))

(x2+y2)2

: d du d du . dv
apllcandoa[cu] =c— Y E[u +v] = d_+E
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_ (x%+y?) () -xy(2x+0)
- (x2+y2)2
aplicando Z—;‘ =1, T =nu"12 y Lc]=0

_ x2y+y3-2x2y
(x2+y2)2
efectuando las operaciones en el numerador

_ ¥ -x?y
- (x2+y2)2
efectuando las operaciones en el numerador

Es decir: f (x y) = 2)2 para todo (x,y) # (0,0).

(2+

Donde en el proceso de derivacion, las expresiones y y y? son consideradas como constantes.
Derivando ahora parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que no
dependen de y seran tomadas como si fueran constantes; por lo que:

U ) =[]

ay dy Lx2+y
cambiando la notacién de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
.z Xy
respecto de y a la funcion f(x,y) = iy
B (x2+y2)diy[xy]—xy%[x2+y2]
- (x2+y2)2
pdu_ v
i 4 (¥ 2 Zay Tay
aplicando & [v] ==
(x2+y2) (v v]) -2y (G %2+ 55 [v?])
— dy dy
(x2_+_y2)2
. da du d du
aplicando E[Cu] =cy y E[u +v] = E-l_@
_ (x%+y?)(0)—xy(0+2y)
- (x2+y2)2
i WB_ 1 Lpny=pyn-1 3y L=
aplicando vl 1, > [u™] = nu ™ y = [c]=0

_ x3+xy?-2xy?

efectuando las operaciones en el numerador
_ x3—xy?

= e

efectuando las operaciones en el numerador

Esto es: (x y) = 2)2 para todo (x,y) # (0,0).

(2+

Donde ahora las expresiones x y x2 son consideradas como constantes. En general, se utilizaron
las siguientes reglas de derivacion:

du dv
AN JVETUE A d _du v A onerdu o
[]_ ’dx[cu]_cdx’ dx[u+v]_dx+dx’ dx[u]_nu dx ydx[c]_o

enunciadas para cuando las funciones u y v dependen de la variable x.
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5. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = /(x? — y?)3.

Solucion:

En este caso, conviene primero reescribir la funcion de la siguiente manera:

fGey) = VG2 =y = 2 = y)l2

. d 1 d
para derivar ocupando la regla: = [u"] = nu 1=

2 a2 3
dx,dondeu—x ylyn=-=.

Derivando parcialmente a la funcion f respecto de la variable x, todas las expresiones que no
dependen de x seran tomadas como si fueran constantes; por lo que, en este caso, la expresion y? sera
considerada como una constante.

d d 3

2oy = | —y2’]

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de x a la funcién f(x,y) = (x% — y2)*/2

3 1 d
=G =y 2 —y7)
aplicando = [u"] = nu™1 &
dx dx

=202 —y) "2 (LI - =)

dx
. d du dv
aplicando —[u —v]=———
dx dx dx

=2 (x? —y?)2(2x - 0)

. d _1d
aplicando — [u"] = nu™ 122y

dx
= 3x,/x?% — y?

simplificando y acomodando los factores

~[c]=0

i O _ 2 _ 2 2 2 _ 2
Es decir: 5 (x,y) = 3x/x% — y? paratodo (x,y) € R tal que x* — y= = 0.

X
Derivando parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que no
dependen de y seran tomadas como si fueran constantes; por lo que, en este caso, la expresion x? sera
considerada como una constante.

of d 3
Ly = |62 -y
cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con

respecto de y a la funcion f(x,y) = (x2 — y2)3/2

_3¢2_ ol dr2_ .2
=5 =y 2o xt —y7]

. d _1d
aplicando — [u"] = nu™15=
dy dy

1 d d
=22 -y 2 (5122 - £ [?)
. d du dv
aplicando —[u —v] =———
dy ay dy

=22 y) (0~ 2y)

; 4 rny — ,,n-19% dra_
aplicando > [u™] = nu ol A [c]=0
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- 3yl =y?

simplificando y acomodando los factores
i OF - _ 2 _ o2 2 2 _ 2
Es decir: 5y (x,y) = =3y /x? — y? paratodo (x,y) € R tal que x* — y* = 0.

6. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = senxcosy.
Solucion:

Si primero se deriva parcialmente a la funcion f respecto de la variable x, todas las expresiones
que no dependen de x serdn tomadas como si fueran constantes; por lo que, en este caso, la expresion
cosy sera considerada como una constante.

af _ad
o (x,y) = — [senxcosy]

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de x a la funcion f(x,y) = senx cosy

d
= cosy— [senx]

. d du
aplicando —[cu] = c—
dx dx

= COSycoSx
aplicando L3 [senu] = cosu
dx dx

= cosxcosy
acomodando los factores

Es decir: Z—i (x,y) = cos x cos y paratodo (x,y) € RZ.

Si ahora se deriva parcialmente a la funcion f respecto de la variable y, todas las expresiones que
no dependen de y seran tomadas como si fueran constantes; por lo que, en este caso, la expresion senx
seré considerada como una constante.

of _d
% (x,y) = ™ [senxcosy]

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de y a la funcion f(x,y) = senx cosy

= senx = [cos y]
= Sen dy cosy

. d d
aplicando —[cu] = ¢ =
ay dy

= senx(—seny)
. d du
aplicando — [cosu] = —senu—
dy dy

= —senxseny
acomodando los factores

Es decir: g_f; (x,y) = —senxseny para todo (x,y) € R2.

Alternativamente, se pueden calcular las derivadas parciales mediante la regla para derivar un
producto de funciones, como se muestra a continuacion.
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of -4
. (x,y) = — [senxcosy]

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de x a la funcion f(x,y) = senx cosy

d d
= senx — [cosy] + cosy — [senx]

. d dv du
aplicando = [uv] = u—+v—

= senx(0) + cosy(cosx)

. d d du
aplicando E[C] =0y E[senu] = cosu—

= 0 + cosycosx
efectuando las multiplicaciones

= cosxcosy
acomodando los factores

of _d
3 (x,y) = ™ [senxcosy]

cambiando la notacion de derivada parcial a derivada ordinaria, considerando que se va a derivar con
respecto de y a la funcién f(x,y) = senxcosy

d d
= senx [cosy] + cosy o [senx]

. d dv du
aplicando o [uv] = Uy + vy

= senx(—seny) + cosy(0)
. d du
aplicando E[cosu] = —senu— 'y —[c] =0

= —senxseny + 0
efectuando las multiplicaciones

= —senxseny
efectuando la suma

1 H 3 2
7. Calcula las derivadas parciales de f(x,y) = e* ~3%",
Solucion:

En este caso, para calcular ambas derivadas parciales, se inicia aplicando la regla de derivacion
siguiente:

A roul = uds
dx[e]_e dx

donde u = x3 — 3xy?, de modo que:
9f — 4 [,x3-3xy?
6x(x'y)_dx[e ]

3_ 2 d
= e* 3xy a[x3 _ 3xy2]

= 73 (L 1x¥] - 3y? L [x])

= ex3‘3x3’2(3x2 — 3y2(1))



— ex3—3xy2 (3x2 _ 3)/2)
— (3x2 _ 3y2)ex3—3xy2
x3—3xy2]

of _d
o oY) =2e

3_ 2 d
— ex 3xy E[XS _ 3xy2]

— pX°—3xy? (% [x3] — Bx%[yz])
= ex3_3x3’2(0 — 3x(2y))

= %’ 73%% (—6xy)

x3-3xy?

= —bxye

Es decir:

7 (0y) = (3x% = 3yR)er’ -

% (1) = ~6ayer’-in”

para todo (x,y) € R2.

8.Si f(x,y) = XY sen(x — y), halla Z—i yZ—f].

Solucion:

Para calcular ambas derivadas parciales, se inicia aplicando la regla de derivacion siguiente:

d dv du
a [uv] = u; + Ua
De modo que:

of

d
5 (0 y) =——[e¥ " sen(x - y)]
= X'y’ :—x [sen(x — y)] + sen(x — y) :—x [ex"+¥7]

= ¥ +? cos(x — ) :—x [x —y] + sen(x — y)e"zﬂ’2 :—x [x2 + y?]

d d d d
= e cos(x — y) (a [x] -2 [y]) +sen(x —y)e " (Tt + [3’2])
= X"+ cos(x — y) (1 =0) + sen(x — y)€x2+y2 (2x +0)
=X+ cos(x — y) + 2xe* ¥ sen(x — y)

af d 2442
5(%)’) =% [e*" Y sen(x — y)]

_ x2+y2 i _ _ i 2+ 2
=e ™ [sen(x —y)] + sen(x —y) ™ [ex y ]



100
= eX* " cos(x — y) % [x — y] + sen(x — y)eX’+” % [x% + y?]

= e +* cos(x — y) (% [x] - [y]) + sen(x — y)ex*+* (% 3] + 55 71)

= e*" " cos(x — y) (0 — 1) + sen(x — y)e* +° (0 + 2y)
= —e*" " cos(x — y) + 2ye* ¥ sen(x — y)

Es decir:

Z—£ (x,y) = eV cos(x — y) + 2xe** ¥’ sen(x — y)
Z—f/ (x,y) = —e* Y’ cos(x — y) + 2ye* ¥ sen(x — y)
para todo (x,y) € R2.

9.Si f(x,y) = In(x%*y — 3xy?), halla Z—i yZ—f].

Solucion:

Aplicando la siguiente regla de derivacion:

2 lnu] =2 &
dx u dx

donde u = x%y — 3xy?, se tiene que:

d
x2y-3xy? dx

of - 20, _ 2,02
- (0 y) = [x%y = 3xy~]

_ 1
T x2y—3xy2

(£ [x?y] - == [3xy?])
= ———— (y=-[x?] - 3y = [x])

x2y—3xy2

= ———[y(2x) - 3y%(1)]

x2y—3xy2
= o [2xy — 3y7]

x2y—3xy2
_ 2xy-3y?
T x2y-3xy?
af da 2 2
—(x,y) = r— —3x
oy OV = s g [y = 3xy?]

o (ay Y] = 5 [30y7])

T x2y—3xy2 E;

= o (P b - 3x D7)

x2y—3xy2

1

= ———[x*(1) = 3x(2y)]

x2y—3xy2

= ——[x? — 6xy]

x2y—3xy2



_ xZ-6xy
T x2y—3xy2

Es decir:

of _ 2xy-3y2
ax (x ) T x2y-3xy2

of _ x%-6xy
dy (X, y) -

x2y—3xy?2

para todo (x,y) € R? tal que x?y — 3xy? # 0.

10.Sea f(x,y) = x /3y s, HaIIa
121).

Solucion:

(0 O)y
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(0 0). (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p.

Usando las reglas de derivacion, se tiene lo siguiente:

y'/3

3x2/3

L (x,y) = 2x"ayts = 2

U (v ) = LxMay~Y _x/3
L (x,y) = 3x 2y~ =

3

13

_ ¥ _ 13|y
33xZ 3 4/x2
Vx
3332

x
y

para (x,y) € R? tales que x # 0 y y # 0; es decir, no podemos calcular —= (0 0) y (0 0) evaluando

en (0,0) las funciones anteriores. Sin embargo, utilizando la definicién de derlvada parC|aI en un punto

fijo, se obtiene que:

6f f( ,0)—-1(0,0)
(0 0) —>0 : x—0

Y3(0)Y/
. x73(0)/3-0
= lim———
x—0 X
0-0

= lim—
x->0 X

.0
= lim-
x-0X

= im0
x—0

=0

y—)

_ lim ©/3y'/3-0
y—-0 y
0-0
= lim—
y—=0 Y
.0
=lim-
y-0Y

= lim0
y—0

=0



. of _ of _
De este modo: 5(0,0) =0y 3y (0,0) = 0.

11. Calcula las derivadas parciales de f(x,y,z) = e*¥ — senz.

Solucion:

Aplicando las reglas de derivacion, se tiene que:
of — 4 oxy _
5 (03,2) = [ — senz]

Aoy 4
- [e*Y] — [senz]
d
— Xy _
= e L[xy] -0
=e*(y)
= ye™Y
9f — 4 oxy _
% (x,y,z) = ™ [e senz|

=2 [e*] — % [senz]

dy
d

= Xy p—

e’ o [xy] =0
= e (x)
= xe*V
of — dr,xy _
>, (x,y,z) = = [e senz|
— 4y &
=— [e*] — [senz]

d
=0- cosz— [z]
= —cosz(1)

= —cosz

Es decir:
 (3,2) = yeo
Z—; (x,y,z) = xe™
3—};(x,y,z) = —cosz

para todo (x,y, z) € R3.

102
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3.1.4 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales de funciones de la forma f: R? - R

Sea f una funcion real en las variables x y y. Entonces la derivada parcial de f con respecto a x en el
d . . -
punto (a, b), é (a, b), representa el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién

(traza) entre la gréfica de f (superficie de ecuacion z = f(x,y)) y el plano y = b, en el punto (a, b, ¢)
conc = f(a,b). Ver la figura 3.1.

Figura 3.1 Interpretacion geométrica de Z—f (a,b)

X

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Anéalogamente, la derivada parcial de f con respecto a y en el punto (a, b), Z—£ (a, b), representa

el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion (traza) entre la grafica de f
(superficie de ecuacion z = f(x,y)) yel plano x = a, en el punto (a, b,c) con c = f(a, b). Ver la figura
3.2.

Figura 3.2 Interpretacion geométrica de 2—5 (a,b)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Dicho de otro modo, las derivadas parciales g—ﬁ y Z_f, en el punto (a, b) dan las pendientes de la
superficie z = f(x,y) en las direcciones x y y.
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Ejemplos

1. Considera la superficie z = 5 — 2x? — y?2. Sean C; la curva de interseccion de la superficie con el
plano y = 1y C, la curva de interseccion de la superficie con el plano x = 1.

@ Determina la pendiente de la recta tangente a la curva C, en el punto (1,1,2).
(b) Calcula la pendiente de la recta tangente a la curva C, en el punto (1,1,2).
(Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 932).

Solucion:

En este caso, f(x,y) =5 — 2x? — y?, de donde g—i(x, y) = —4xy Z—f/(x, y) = —2y, para todo
(x,y) € R?. Luego:

@ g—ﬁ(l,l) = —4(1) = —4 es la pendiente de la recta tangente a la curva C; en el punto (1,1,2),

donde C; es la pardbola de ecuacion z = 4 — 2x?2 que se obtiene de sustituir y = 1 en la ecuacion
z=5—2x%—y2

(b) 2—5(1,1) = —2(1) = —2 es la pendiente de la recta tangente a la curva C, en el punto (1,1,2),

donde C, es la parabola de ecuacion z = 3 — y? que se obtiene de sustituir x = 1 en la ecuacion
z="5—2x%—y2

Ver la figura 3.3(a)-(b).
Figura 3.3(a)-(b) Graficade z = 5 — 2x2 — y?

(@) C, es la parabola z = 4 — 2x2 (b) C, es la parabola z = 3 — y?

Recta tangente

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

2. Halla las pendientes de la superficie z = 4 — x2 — y2 en el punto (1,—1,2), en la direccién de x y en
la direccion de y. (Adaptado a partir de Larson et. al., 1996, p. 1128).

Solucion:

Como g—i (x,y) = —2x yZ—£ (x,y) = —2y paratodo (x,y) € R?, entonces Z—£ (1,—-1) =—-2esla

pendiente en la direccion de x y o (1,—1) = 2 es la pendiente en la direccion de y.
ay
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3.1.5 Interpretacion fisica de las derivadas parciales de funciones de la forma f: R? - R

Si f es una funcidn real en las variables x y y, entonces la derivada parcial de f con respecto a x en el
punto (a, b), Z—ﬁ(a, b), proporciona la tasa de variacion (o razén de cambio) instantanea, en (a, b), de
f (x,y) por unidad de variacion de x (x variay y se mantiene fija en b). De manera semejante, la derivada
parcial de f con respecto a y en el punto (a, b), g—i(a, b), proporciona la tasa de variacion (o razén de
cambio) instantanea, en (a, b), de f(x,y) por unidad de variacion de y (y varia y x se mantiene fija en

a).

Ejemplos

1. La temperatura, en grados Celsius, en cualquier punto (x,y) de una placa metélica estad dada por
T(x,y) = 3 + 5x2 + 2y3. ;Cudl es la razon de cambio de la temperatura respecto a la distancia, en pies,
recorrida a lo largo de la placa en la direccion positiva del eje y, en el punto (2,1)? (Adaptado a partir
de Leithold, 1998, p. 954).

Solucion:

Como 3_; (x,y) = 6y?, para todo (x,y) € R?, entonces la razén de cambio de la temperatura T
respecto a la distancia en la direccidn positiva del eje y, en el punto (2,1), esta dada por:

a (o]
o (21 =6(1)? =6 (C/fD)

Es decir, la temperatura aumenta a una razon de 6 °C por ft de distancia recorrida en la direccion
positiva del eje y, en el punto (2,1).

2. Un cilindro circular recto tiene 6 cm de radio y 35 cm de altura. Halla la razén de cambio del volumen
del cilindro respecto del radio y respecto de la altura.

Solucion:
Como el volumen de un cilindro circular recto se obtiene de multiplicar el area de la base por la
altura, la funcion que representa a dicho volumen es V (h,r) = mrr2h, donde r es el radio y h la altura.

Ver la figura 3.4.

Figura 3.4 Cilindro circular recto
<

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

En este caso, r =6 cm y h = 35 cm. Como Z—Z(h, r) = 2nrh, para todo (h,7) € R? donde
h > 0yr > 0, entonces la razon de cambio del volumen respecto del radio esta dada por:

2.(35,6) = 21(6)(35) = 420 (cm®/cm)

Esto es, el volumen crece a una razén de 420w cm3 por cm de radio.
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Por otro lado, como Z—Z(h, r) = mr?, para todo (h,r) € R? donde h > 0 y r > 0, entonces la
razén de cambio del volumen respecto de la altura esta dada por:

% (35,6) = n(6)? = 367 (cm?/cm)

Esto es, el volumen crece a una razén de 36w cm? por cm de altura.

3. De acuerdo con la Ley de los Gases Ideales, la presion P, la temperatura T y el volumen V de un gas
confinado, se relacionan mediante la formula PV = kT, donde k es cierta constante. Supongamos que el
volumen de un gas de cierto recipiente es de 15 L (litros) y que la temperatura es de 310 K (Kelvin), con
k =0.6.

@ Calcula la tasa de variacion instantanea de P por unidad de variacion de T, si V permanece fija
en15 L.

(b) Calcula la tasa de variacién instantanea de V por unidad de variacion de P, si T permanece fija
en 310 K.
(Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 947).

Nota: En este ejemplo, la presion se mide en atmosferas atm.
Solucion:
Los datos con los que se cuentanson: V =15L, T =310 K y k = 0.6.

(@) Por la Ley de los Gases Ideales, PV = kT, se puede tomar la presiéon P como una funcién de

la temperatura T y el volumen V; es decir, P(T,V) = %T 0s6loP = %T

Como Z—i (T,v) = % entonces la tasa de variacion instantanea de P por unidad de variacion de T,
si V permanece fijaen 15 L, esta dada por:

2 (310,15) = 3= = 0.04 (atm/K)

Por lo tanto: La presion varia a una tasa de 0.04 atm por K de temperatura. Equivalentemente,
como el resultado fue positivo, 0.04 > 0, se dice que la presion aumenta o crece a una tasa de 0.04 atm
por K de temperatura.

Notese que:

opP d [kT d [k k d k
sawv =5 =5l =i =1

(b) Por la Ley de los Gases Ideales, PV = kT, también se puede tomar el volumen V como una
funcion de la presion Py la temperatura T; es decir, V(P,T) = kaT os6loV = kaT

Como Z—Z (P, T) =-— ’;—Z la tasa de variacion instantanea de V por unidad de variacion de P, si T
permanece fija en 310 K, esta dada por:

_ (0.6)(310) _

)%
o5 (124310) = — T2 = ~12096 (L/atm)

Donde: P = kT _ 06)E10) 12.4
\%4 15
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Por lo tanto: El volumen varia a una tasa de —1.2096 L por atm de presién. Equivalentemente,
como el resultado fue negativo, —1.2096 < 0, se dice que el volumen disminuye o decrece a una tasa de
1.2096 L por atm de presion.

Notese que:
=)= i) = ) = e = () < (-5)

3.2 Matriz Jacobiana y diferenciabilidad

En esta seccion se extiende el concepto de derivada para funciones vectoriales de varias variables, como
una matriz conformada por las derivadas parciales de las funciones componentes que definen a la funcion
vectorial. Asi mismo, se incluye un criterio que permite determinar cuando una funcién de varias
variables, de valores reales o vectoriales, es diferenciable, a partir de la continuidad de sus derivadas
parciales. Se iniciara estableciendo la definicién de una matriz en general, con la finalidad de facilitar el
concepto de matriz Jacobiana que se estudiara en la seccion 3.2.1

Una matriz A m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros (reales o complejos) distribuidos
en un orden de m filas y n columnas de la forma:

ai1 412 Qaqj Ain
a1 Az az;j QAzn
A= '
ai; a;; aij QAin
[Am1 Amz *° Amj " Apnl

donde a;; denota el nimero que aparece en la filai y lacolumnaj,coni=1.2,..,myj=1.2,..,n,y
se conoce como la entrada, componente o elemento de la matriz. Ademas, se dice que la matriz A tiene
dimension m x n. (Grossman y Flores, 2012).

Considerando las siguientes matrices

1 2 -2 7w e
_ _ _ _N _J0 0 O _1 0 _
A=|3 o], B=[2 1 0 —3],0—[3 2 0,D—[3],E—[O 0 0],F_[O 1],(;_[4].
-1 4 0 1 6
Podemos concluir que:
a) La matriz A tiene 3 filas y 2 columnas, por lo que su dimension es 3 X 2.
b) La matriz B tiene 1 fila y 4 columnas, por lo que tiene dimension 1 x 4. A este tipo de matrices
con una sola fila se le conoce como matriz fila.
C) La matriz C tiene 3 filas y 3 columnas, es decir, tiene dimension 3 x 3. C es una matriz cuadrada,
por coincidir el nimero de filas con el nimero de columnas.
d) La matriz D tiene 2 filas y 1 columna, asi que su dimensién es 2 x 1. A este tipo de matrices con
una sola columna se le conoce como matriz columna.
e) La matriz E tiene dimension 2 X 3 y es una matriz nula o matriz cero.
) La matriz F es una matriz cuadrada de dimension 2 X 2 que es una matriz identidad.

9) La matriz G 1 X 1 es una matriz cuadrada con un unico elemento.
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Ademaés, dos matrices A y B son iguales, A = B, si y solo si tienen el mismo tamafio y sus
correspondientes componentes son iguales, es decir: a;; = b;;, paratodo i, j. Si alguna de las condiciones
no se cumple, entonces las matrices A y B no son iguales y se escribe A # B. Por ejemplo, si A =

a a — — —

[a; a;z]’ B = [g 01], C = [g 41] y D= [g 41 8] entonces A=B si y sOlo si
a1 = 2,a4, = —1,a,; = 3Yya,, = 0;B # C puesto que el elemento en la posicién 2, 2 (fila 2, columna
2) de la matriz B, que es b,, = 0, es distinto de c,, = 4; B# D y C # D porque tienen diferentes
dimensiones. Una vez revisado el concepto de matriz y su dimension, se estd en condiciones de definir
el de matriz Jacobiana, como se muestra a continuacion.

3.2.1 Definicién de matriz Jacobiana de una funcién de la forma f: R™ - R™

La matriz Jacobiana o matriz de derivadas parciales de una funcion f: R™ — R™ de la forma f(P) =
(f1(P), £2(P), ..., fin(P)), donde P = (xq, x5, ..., x,) € Domf, se denota por Df(P) y es una matriz
m X n (m filas y n columnas) cuya ij-ésima entrada (elemento en la fila i y columna j) est4 dada por la

: _ _ © Lo .

derivada parcial con respecto a la variable x; de la funcion componente f;, a—ﬁf (P),coni=1.2,..,my
J

j=12,..,n; es decir:

r0f1 0f1 0f T
a_xl(P) a_xz(P) E(P)
of2 of2 .. 92
Df(P) = |ox (P) 8x; (P) 6xn.(P) .
fm rpn  Ofm  ofm
-E(P) a_xz(P) E(P)-

Es importante destacar que el nimero m de filas de la matriz Jacobiana D f coincide con el niUmero
de componentes, f1, f2, ..., fm, que definen a la funcion f; mientras que el nimero n de columnas de la
matriz es igual al nmero de variables, x;, x5, ..., x,,, de las que depende la funcion f.

Ejemplo
Calcula la matriz de derivadas parciales o matriz Jacobiana de las siguientes funciones:
@ f(x,y) = (e*7 + 3y, 5xy?).
(b) f(x,y) = (x? + cosy, 2xye*™¥, xIny).
©) f(x,y,2) = (ze?*, —y3e”).
d) f(x,y,2) = (x3yzex2+y2, (x2 + y?)e?, xyz).
(Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 126).
Solucién:
(@) En este caso, f:R? - R? y sus funciones componentes son f;(x,y) =e?* Y +3y y

f>(x,y) = 5xy?, paratodo (x,y) € R?, por lo que la matriz Jacobiana de f es una matriz 2 X 2 cuyas
entradas o elementos son las derivadas parciales de las funciones componentes f; vy f>.
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Calculando primero las derivadas parciales de f;(x,y) = e?*™Y + 3y, se tiene que:
9f — 4 r2x-y
o (6 Y) = —[e7 + 3y]

— 4 r2x-y1 4 4
= [e 1+ = [3y]

— o2x-y 4 _
=e — [2x —y]+0

- d d
= o2 (L[2x] - £[y1)
= e?* V(2 -0)
= 2e%*7Y
9fa — 4 r,2x-y
5y (oY) = [e” + 3y]

d

_ 4 2x-y1 4. 4
=% [e 1+ o [3y]

_ ,2x-y 4 _ a
= eV [2x =yl + 3 [l

= e (£ [2x] - - [¥]) +3()
=e?*Y(0—-1)+3
= —e?*7V +3
Calculando ahora las derivadas parciales de f,(x,y) = 5xy?, se tiene que:

of2 _a 2
oy (6 ¥) = —[5xy7]

= 5x(2y)
= 10xy

De este modo, para todo (x,y) € R2, la matriz Jacobiana de f es:

f1 0f1
E(X,y) E(x;y) _ 292x—y _eZX—y+3

Df(x,y) =1, 2
12 af, 5 10x
~2 (%) e (x,y) y y
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Mas aun, es posible evaluar a la matriz Jacobiana en un par ordenado especifico de su dominio,
por ejemplo, en el (0,0), de modo que:

6f1 afl
E(O’O) E(O’O) B 202(0-0  _52(0)-0 4 3] _ [2 2
o 0

Df(0,0) =15/, f = 2
% 00) L] | 5O 1000

(b) En este caso, f:R? > R3 y sus funciones componentes son f;(x,y) = x? + cosy,
f(x,y) = 2xye* Yy fi(x,y) = xIny, paratodo (x,y) € R? cony > 0, por lo que la matriz Jacobiana
de f es una matriz 3 x 2 cuyas entradas son las derivadas parciales de las funciones componentes f;, f5

Yy f3.

Calculando primero las derivadas parciales de f;(x,y) = x% + cos y, se tiene que:
oh N W
™ (x,y) = - [x“ + cos y]
_ 41,21, 9
= < [x?] + < [cosy]
=2x+0
= 2x
oh — 4,02
7y (x,y) = & [x% + cos y]

_4dr 2 da
= L[] + L [cosy]

=0 + (—seny)
= —seny

Calculando ahora las derivadas parciales de f,(x,y) = 2xye*™7, se tiene que:
9f2 _4 x-y
o (6 Y) = —[2xye*™7]

da _ _y da
= nya[ex Y] + e* ya[ny]

—y d _ d
= 2xy (ex ya [x — y]) + e*7Y (Zya [x])
— d da -

= 2xye*™ (g [x] - 5 V1) + €22y (D)
=2xye* V(1 —-0)+e* Y2y
= 2xye*™Y 4+ 2ye*™Y

=2ye* V(x+ 1)
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afy _d _
2y o¥) =l2xye*™]
= 2x i[ =Y+ x-yi[z ]
= ydy e e = Xy
v d _ d
= 2xy (ex ya[x—y]) + e* y(ZxE[y])

= 2xye*™Y (% [x] — % [y]) +e*Y2x(1)
=2xye* V(0 —1) + e*Y2x
= —2xye*™Y + 2xe*™Y
=2xe* V(1 —y)
Calculando, finalmente, las derivadas parciales de f;(x,y) = x Iny, se tiene que:
%f(x,y) =~ [xiny]
= Iny . [x]
= lny(1)

= Iny

Il Il Il
= = =
— ~— ~~
<Lk <L | LR

N—— .
Q
\: ‘<|
—
<
| S—
~—

3
oy
Luego, para (x,y) € R? con y > 0, la matriz Jacobiana de f es:

0f1 0f1

[E (xr }’) E(x’ y)] 2x _Seny

] a - —y(q
wmwjf&w-ﬁmwrZW“V+D2m“p 2l

Iny =
ofs ofs y
2 oY) 5, (0y)

Ademas, es posible evaluar a la matriz Jacobiana en cualquier par ordenado de su dominio, por
ejemplo, en el (0,1), como se muestra a continuacion:
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0f1 0f1
[5 (0,1) W (0;1)1
2 2
DFO) =|ZZOD F£(01)
0f3 0f3
>, (0D By (0,1)

2(0) —sen(1)
—[2(De®1(0+1) 2(0)e°1(1-1)
In1 %
[ 0 —sen(1)
=|[2e7? 0 ]
L 0 0

(c) En este caso, f:R3> > R? y sus funciones componentes son: f;(x,y,z) =ze**y
f>(x,y,2z) = —y3e?, para todo (x,y,z) € R3, por lo que la matriz Jacobiana de f es una matriz 2 x 3
cuyos elementos son las derivadas parciales de las funciones componentes f; y f,.

Calculando primero las derivadas parciales de f; (x, y, z) = ze?*, se tiene que:
% — i 2x
dx (ny,2) = dx [ze**]

— . ar 2x
_de[e ]

= z (e = [2x])
= ze?* (Zj—x[x])

= ze?*(2(1))

= 2ze?*

% — i 2x
ay (x»Y:Z) - dy [Ze ]
=0

% — i 2x
o (ny2) = g [2e™]

— 2x£
=e dz[z]

= e?*(1)

— o2

Calculando ahora las derivadas parciales de f,(x,y,z) = —y3e?, se tiene que:

aﬁ _i_3z
L (x,y,2) = £ [-y%e?]

=0
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Lxy2) = Sl-y%e?]

_ _,z %3
=—ef

= —e”(3y?)
— _3yZeZ

°L (x,y,2) = = [-ye’]

De este modo, para todo (x,y, z) € R3, la matriz Jacobiana de f es:

ad 0 a
@y Py )

2ze* 0 e
Df(x,y,2z) = 6f2 =

2x
a a - _2.2,Z  _ .3 z]'
> (6, 2) a—’;(x,y,z) a—];z(x,y,z) 0 3y*e” —y’e

Mas aun, es posible evaluar a la matriz Jacobiana en cualquier terna ordenada de su dominio, por
ejemplo, en el (1,—1,0), de modo que:

1,-10) L& *(1,-1,0) 24 (1,-1,0)

Df(]'!_llo)_ 9

f2 afz afz

7 (L-10) 72(1,-10) F2(1,-10)
2(0)e*™ 0 e

1 o —3(=1)2e@ —(=1)3©@

=[0 0 ez]

0 -3 1

(d) En este caso, f:R® - R3 y sus funciones componentes son f;(x,y,z) = x3y2e* +¥*,
f(,y,2) = (x?+y»e? y f3(x,v,z) = xyz, paratodo (x,y,z) € R3, por lo que la matriz Jacobiana
de f es una matriz 3 X 3 cuyas entradas son las derivadas parciales de las funciones componentes f, f5
y f3.Calculando primero las derivadas parciales de f;(x,y,z) = x3y2e"2+3’2, se tiene que:

of1 _ A 7r1.3.2,x2+y2
ox (x'y'j)_dx[x y-e ]
=x3y2—[ x+y]+ x2+y? — [xy]

d
=x3y2( x+y _x +y ) x+y (yza[x3])
= x yzex +y? ( [ 2] + [y ])+ex2+y2y2(3x2)
= x3y2eX’ ¥y’ (2x +0) + 3x2yze" +y?
= 2x yzex +y + 3x2yzex +y
= x2y2eX’ Y’ (2x2 + 3)
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E;—’;l(x,y,Z) _ [x yzex2+y2]
=x3y2d‘;[ex+y]+ x+y [xy]

= x3y? (x+y dy[x +y ])+ex +y? (x3i[y2])

dy
d d
— x3yzex2+y2 (E [x2] + o [yz]) + ex2+y2x3(2y)
= x3y2eX**Y°(0 + 2y) + 2x3ye Y’

— 2x3y3ex2+y2 + 2x3yex2+y2

= 2x3ye*’ Y’ (y2 + 1)

f1 (x y,Z) — [x y 2% +y2]

= O
Calculando ahora las derivadas parciales de f,(x,y,z) = (x? + y?)e?, se tiene que:
d
L (4,3, 2) = - [(x2 +y?)e?]
d
=e a[x + y?

Il
N
~
N
= 3=
+
o
p—

= 2xe
Loy = 16 +yPer]
d
= e? T [x? +yﬂ
L[ d d
= e” (5 [ + 5 1v71)
=e?(0 + 2y)
= 2ye*

af; d

a—zz(x, Y, Z) =da [(xZ + yz)ez]
= (2 4y L [e”]

= (< +yD)e?

Calculando, finalmente, las derivadas parciales de f5(x,y,z) = xyz, se tiene que:

f 2 (xy,2) = [xyZ]
d
= J’Za [x]

= yz(1)

L (x,y,2) = o= [xyz]

= xz 3 []
=xz(1)

=Xz

f3 (v, y,2) = [xyZ]
= xy;[ Z]

= xy(1)
=Xy
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Luego, para todo (x,y,z) € R3, la matriz Jacobiana de f es:
6f1 af]_ afl
[E(xﬂy'z) E(X,Y,Z) E(xﬂyiz)l
B d B
Df(x,y,2) =|22(x,y,2) Lxy2) Z2xy.2)

s s s
o ¥ 2) o y,z) 2(xy,2)

x2y2e* Y (2x2 +3) 2x3ye*’ Y (y% + 1) 0
= 2xe? 2ye? (x2 + y?)e?|
yz Xz Xy

Ademas, es posible evaluar a la matriz Jacobiana en cualquier terna ordenada de su dominio, por
ejemplo, en el (1,1,1), como se muestra a continuacion:

0f1 0f1 0fi
- (L1LD) 5(1,1,1) 5(1,1,1)]
0 ) d

DFOLLD =[22ALD 2L Z1D)

6f3 afg af3
|5 LLD 5 (ALY 7 (111

[(1)2(1)2e@**+W*[2(1)2 +3]  2(1)3(1)e@*+D*[(1)? + 1] 0
= 2(1e® 2(De® [(1D? + (1)?]eW
(1) (L) (L)
[5e2 4e2 0
=| 2e 2e 2el.
L 1 1 1

A continuacién, se enuncia el criterio que permite determinar cudndo una funcion de varias
variables, de valores reales o vectoriales, es diferenciable.

3.2.2 Criterio de diferenciabilidad

Sean f:R™ - R™y A € Domf. Si existen todas las derivadas parciales de f en A y son continuas en A4,
entonces f es diferenciable en A y su derivada es la matriz Jacobiana Df (A).

Ejemplos

1. Retomando las funciones analizadas en el ejemplo de la seccion 3.2.1, de acuerdo con el Criterio de
Diferenciabilidad se tiene lo siguiente:

@) f(x,y) = (e**7Y + 3y, 5xy?) es diferenciable en todo R? y su derivada es

af: af:
Df(x,y) = e 009) 5, 00N rgerimy ey 4 g
SO 22 ofz | 5y? 10xy I
2z oY) 5 00y)

para todo (x,y) € R2.
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(b) f(x,y) = (x2 + cosy, 2xye*™¥, x Iny) es diferenciable en {(x,y) € R?|y > 0} y su derivada es

0f of
[5 (x,¥) E(x’ }’)l 2y —seny
Df(x,y) = %(x, y) %Z(x, W |=[2ye* 7 (x+1) erx—yx(l -
Iny =
ofs 9fs y
o V) 5 ()

paratodo (x,y) € R? tal que y > 0.

(©) f(x,v,z) = (ze**, —y3e?) es diferenciable en todo R3 y su derivada esta dada por

9f1 0f1 o
E(x;yrz) E(x;y,z) E(X,y;z) zzer O er
Df(x,y,z)z :[ 0 3 Z]’

of of of —3y%e* —y’e
o ¥ 2) oy, z) (%Y, 2)
paratodo (x,y,z) € R3.

d) flx,y,2) = (x3y2e"2+3’2, (x% + y¥e?, xyz) es diferenciable en todo R® y su derivada esta dada
por

d 7] a
[Rxy2) 2@y 22

) 0 d
Df(x,y,2) = |22 (xy,2) Zy2) Zxy2)

3

of. ofs ofs
5z &y, 2) 5, w2 200y2)|

x2y2eX* Y (2x2 +3) 2x3ye* Y (y2 + 1) 0
= 2xe’? 2ye? (x2 +y?)e?|
yz xz xy

para todo (x,y,z) € R3.

Notese que, en cada uno de los casos anteriores, la funcion indicada es diferenciable en su
dominio, debido a que todas las derivadas parciales de cada funcion son continuas en su respectivo
dominio (en el dominio de la funcion original).

2. Sea f:R? - R la funcién definida por f(x,y) = x?e¥ — y3 Inx. Demuestra que f es diferenciable
en su dominio. (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 958).

Solucion:

En este caso, el dominio de la funcion esta dado por Domf = {(x,y) € R?|x > 0}.
Si ( i of — ey Y — x2pY _ 342
x,y) € Domf cualquiera, entonces p (x,y) = 2xe b A (x,y) = x“e¥ —3y“Inx.

af of . . .
Como a—f y é existen y son continuas en cada (x,y) € R? con x > 0 entonces, por el Criterio de

X

Diferenciabilidad, f es diferenciable en su dominio. Ademas, su derivada es la matriz Jacobiana:
3
Df(x,y) = [Z-i (x,y) %(x, y)] = [ery - y? x2e¥ — 3y?%iIn x], para todo (x,y) € Domf.
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senx + e XV

3.Sea f: R? - R la funcion definida por f(x,y) = e Demuestra que f es diferenciable en cada
(x,y) # (0,0). (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 129).

Solucion:

En este caso, Domf = {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)}. Si (x,y) € Domf cualquiera, entonces:

f (x*+y*)(cosx—ye™*Y)—(senx+e~*Y)(4x3)
(X ) - (x*+y4)2
af (x ) _ (x*+y*)(—xe™*Y)—(senx+e~*Y)(4y3)

(x4—+y4-)2

Como Z—ﬁ y Z—£ existen y son continuas en cada (x,y) # (0,0) entonces, por el Criterio de

Diferenciabilidad, f es diferenciable en cada (x,y) # (0,0); esto es, f es diferenciable en su dominio.
Ademas, su derivada es la matriz Jacobiana:

Dfy) = [ y) @)

[ty (cosx — ye™) — (senx + e7¥)(4x3)  (x* + y*)(—xe™) — (senx + e 7)) (4y>)
- (x* + y%)2 (x* + y%)2

paratodo (x,y) € Domf.
XY G (x,y) % (0,0)
4. Sea f:R? - R la funcién definida por f(x,y) = {*?+y? ’ '
0 si (x,y) =(0,0)
diferenciable en (0,0). (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 962).

2

. Demuestra que f es

Solucion:

En este caso, Domf = R2. Por un lado, para (x,y) # (0,0), se tiene lo siguiente:

a_f(x ) = (x2+y?)(2xy?)—(x2y?)(2x) _ 2x3y242xy*t—2x3y? _ 2xy*

ox ’ (x2+y2)2 (x24y2)2 (x24y2)2

—(x y) = (2+y?)@x?y)-(x?y?)(2y) _ 2xty+2x?yS-2x?y 2xty
(x2+y2)2 (x2+y2)2 (x2+y2)2

xy*
x2+y2)2

Es decir: —(x y) = y f( ,y) = m, para todo (x,y) # (0,0).

Por otro lado, para (x,y) = (0,0):

d F(x,0)=£(0,0) Ok - 0
T 0,0) = lim LEOTOD — 1y 7 1y 2 = i % = 1im0 = 0.
x—0 x=0 x—0 X x->0 X x->0X x>0
(02y2 _ 9,
d . 0,y)—f(0,0 ; 212 2 . 0
6—f(0,0) = llmL_f() = Iim¥E = [im¥— = lim- = lim0 =
-0 y=0 y—0 y y—-0 Y y->0Y  y-0

Es decir: (00)_0yaf(00)—0
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De este modo:

2xy*

x 0 si (x,y) =(0,0)

2xty i
a_f(x ) = {azey2)? si (x,y) # (0,0)
ay ¥’ y
0

si (x,y) =(0,0)
Como se ha V|sto — y eX|sten en (0,0) y son iguales a 0.

Por el Criterio de Diferenciabilidad, para demostrar que f es diferenciable en (0,0), solo falta

verificar que Z—ﬁ y — 97 son continuas en (0,0). En efecto, f - €s continua en (0,0), puesto que:

(i) Z_i (0,0) existe y vale 0.

.. of _ 2xy* . .o . . .

(i) - y)_)(o » 6x( X, y) = . yl)_)(0 0 G2y = 0, mediante limites direccionales, aproximando (x, y)
a (0,0) tanto por los ejes coordenados como por la recta identidad, o bien, usando coordenadas
polares; es decir: . yl)m(zo » a_ (x y) existe y vale 0.

(i) 2y =200,

(x, y)*(o 0) Ox

Analogamente se comprueba que Z—; es continua en (0,0).

Observacion

Si todas las derivadas parciales de una funcién f: R™ — R™ existen en A € Domf pero no son continuas
en A, entonces no es posible aplicar el Criterio de Diferenciabilidad para determinar la diferenciabilidad
de f en A.

3.2.3 Diferenciabilidad y continuidad

Sean f: R"™ - R™y A € Domf. Si f es diferenciable en A, entonces f es continua en A.
Contrapositiva

Si f es discontinua en A, entonces f no es diferenciable en A.

Es importante destacar que f debe ser diferenciable en A para que f sea continua en A; es decir,
que no basta con que las derivadas parciales de la funcién existan en A para que ésta sea continua en A.

xy? .
Por ejemplo, la funcién f: R? — R definida por f(x,y) = {x3+y3 st (6y) # (00)

0 si (x,y) =(0,0)
Z y— 9 existen en (0,0) pero f es discontinuaen (0,0) y, en consecuencia, f no es diferenciable en (0,0).
En efecto

es tal que

x(0)? 0

P _ o
f(OO)—l w—l 2B403 i@~ im 2 = im0 = 0
x%O x%O X x->0 X x—0X x—0
(0)y? 0
7] . ,v)—f(0, . - . 30 .
—f(0,0)=llmw=llmM=ley3 = lim-=lim0 =
y-0 y=0 y-0 y y-0 Y y-0Y  y-0
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. of _ayof _
Es decir: 5(0,0) =0y 3y (0,0) = 0.

. . ., . . . . xy?
Ademas, en el ejemplo 2 de la seccion 2.1.6 se ha visto ya que (x,yl)llr(lo,o) flx,y) = (x,yl)llr(lo,o) e

no existe, puesto que f(x, y) se aproximaa 0 cuando (x, y) tiende a (0,0) por los ejes coordenados, pero
se aproxima a % cuando (x,y) tiende a (0,0) por la recta identidad. De aqui que, f es discontinua en

(0,0). Luego, por la Contrapositiva de “Diferenciabilidad implica Continuidad”: f no es diferenciable
en (0,0).

Notese que, para demostrar la no diferenciabilidad de una funcion en un punto, sélo bastard
mostrar la discontinuidad de dicha funcion en ese punto.

Conclusién General

La sola existencia de las derivadas parciales de una funcion f: R™ — R™ en un punto A € Domf no
implica la diferenciabilidad ni la continuidad de f en A.

Ademads, en general, los reciprocos de los resultados “Criterio de Diferenciabilidad” y
“Diferenciabilidad implica Continuidad” no se cumplen; es decir: (a) La diferenciabilidad de f en A no
implica la continuidad de sus derivadas parciales en A. (b) La continuidad de f en A no implica la
diferenciabilidad de f en A.

En la siguiente seccion se estableceran las condiciones de diferenciabilidad de las operaciones
bésicas entre funciones de varias variables, asi como las reglas para determinar sus respectivas derivadas.

3.3 Reglas de Diferenciacion

Para estudiar las reglas que permiten derivar las operaciones entre funciones de varias variables sera
conveniente establecer, en primer lugar, las operaciones basicas de matrices.

Si Ay B son matrices m X n, entonces la suma A + B es la matriz m X n que se obtiene al sumar
las correspondientes componentes de A y B; enfatizando en que la suma de matrices de diferentes
tamafos no esta definida. Por ejemplo:

@SiA= [_01 ﬂ yB = [_11 ;] entonces A y B son matrices 2 X 2 y susuma A + B si estéa definida
y es la matriz 2 x 2 dada por:

A+B:[_01 ﬂ+[—11 g]:[o_:(ti) iig = —01 g

.0 1 =2 [0 0 0
b)StA=1{; , 3]y3_[0 00
definida y es la matriz 2 x 3 dada por:

], entonces A 'y B son matrices 2 X 3 y susuma A + B si esta

00 0]_[040 140 —240]_f0 1 -2
0 0 ol l1+0 2+0 3+0l7l1 2 31

avn=[p 5 51+

-1 1
(c)SiA=|3|yB= —3], entonces A y B son matrices 3 X 1 y susuma A + B si esta definida y es
-2 2

la matriz 3 x 1 dada por:

-1 1 -1+1 0
A+B=|3[+|-3[=|3+(-3)|=]0]
-2 2 —2+2 0
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1 2
dSid=|3 0] yB= [(1) ; _32] entonces A es una matriz 3 X 2, B es una matriz 2 X 3 y la
-1 4

suma A + B no esta definida porque las matrices tienen diferentes dimensiones.

Si A es una matriz m X n y c es un escalar (nimero real), entonces el mdltiplo escalar cA es la
matriz m X n que se obtiene al multiplicar por ¢ cada componente de A. Por ejemplo:

[4 2 8 4 -4 =2
@sSid=1]1 3],entonce52A= 2 6|y-A=|-1 —3].
-1 0 -2 0 1 0
3 6 12 1 0 0
(b)SiA=[-9 0 -3|yB=|—-1 4 5|, entonces:
6 3 6 7 1 2
. 1 2 4 -1 0 0
§A=—3 0 —-1|,-B=|1 -4 -5]y
2 1 2 -7 -1 =2
L L 1 2 4 -1 0 0 0 2 4
SA-B=A+(-B)=|-3 0 —1|+[1 -4 —5]=[—2 —4 —6].
2 1 2 -7 -1 =2 -5 0 0

De este modo, la resta de matrices se define a partir de las operaciones basicas de sumay multiplo
escalar; esto es: A — B = A + (—B), siempre que las matrices A y B posean la misma dimension.

Si A es una matriz m X n'y B es una matriz n X p, entonces la multiplicacion AB es la matriz
m X p cuya ij-ésima componente, c;;, se obtiene al multiplicar las componentes de la i-ésima fila de A
por las correspondientes componentes de la j-ésima columna de B y luego sumar los resultados; es decir:
Cij = Qj1byj + aizbyj + -+ apmbyj, con i=12,..,m y j=12,..,p. Ademas, para que la
multiplicacion de dos matrices esté definida, el nimero de columnas de la primera matriz debe coincidir
con el nimero de filas de la segunda. A continuacidn, se muestran algunos ejemplos.

. _ a11 a12 _ b11 blZ] . T -7 -
@ Si A= [a21 azz] yB = by, by entonces A y B son matrices 2 X 2 y la multiplicacion AB si

esta definida y es también una matriz 2 x 2 dada por:

A1 A2zl by, Q1011 F Az2b21  Ap1byp + Ay,

Por otro lado, la multiplicacion BA es una matriz 2 x 2 definida por:
BA = [b1 b12] [all | _ [b11a11 + b12a31  b11G45 + biyay; _
@ azi A b21a11 + b22a21 @)
. 1 -1 3 2 e . _
En particular, para A = [_2 4 ] yB = [5 6]’ la multiplicacion AB esta dada por:

AB = [ 1 —1] [g 2] _ [(1)(3) +(=D6G) (D@ + (—1)(6)] _ [IZ ;3

-2 4 C1EDB @G (-2)(2) + ()6

En efecto, si C = AB'y c;; es su ij-ésima componente, se tiene que:

C11 = Qy1by1 + agpby = (DB) + (=1 (5) = -2
C12 = Qq1b1p + ag2bp; = (1)(2) + (—1)(6) = —4
C21 = Ap1b11 + Az2bz1 = (=2)(3) + (4)(5) = 14
Ca2 = Ap1b12 + agzbyp = (—2)(2) + (4)(6) = 20
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Mientras que, la multiplicacion BA esté definida por:

- GAMW+@(=2) BOED+@M] -
BA = [g 2] [—12 41] - [(5)(1) i 6)(-2) (G)(-1) i (6)(4)] - [—; 159]

En efecto, si D = BAy d;; es su ij-ésima componente, se tiene que:

dyy = by1a41 + bipaz1 = 3)(1) + (2)(—2) = -1
di; = b11a12 + bipa, = 3)(-1) +(2)(4) =5

dyy = by1a11 + byzay; = (5)(1) +(6)(=2) = =7
dyp = ba1a4; + byraz, = (5)(—1) +(6)(4) = 19

Mas aun, es importante resaltar que AB # BA.

1 2 4 4 1 4 3
(b) Si A = [ ]yB =10 —1 3 1}, entonces A esunamatriz2 x 3, Besunamatriz3 x4y
260 2 7 5 2

la multiplicacion AB si esté definida y es la matriz 2 x 4:

AB=[12 27 30 13].

8 —4 26 12

En efecto, si C = AB'y c;; es su ij-ésima componente, se tiene que:

C11 = Qq1by1 + Qyzbyy + ag3bzy = (1(4) + (2)(0) + (4)(2) = 12

C12 = Qq1b1p + Ag2bpp + ag3bs; = (D(1) + (2)(—1) + (4)(7) = 27
C13 = A11b13 + A12ba3 + agzbszs = (1)(4) + (2)(3) + (H)(5) =30
C1a4 = Qq1bya + Qg2bps + ag3b3, = (1)(3) + (2)(1) + (4)(2) = 13
C21 = Ap1b11 + Az2ba1 + az3bs; = (2)(4) +(6)(0) + (0)(2) =8
Ca2 = Ap1b13 + Agba5 + azzbs; = (2)(1) + (6)(—1) + (0)(7) = —4
Ca3 = Ap1b13 + Agzba3 + azzbsz = (2)(4) + (6)(3) + (0)(5) = 26

Ca = Ap1b14 + Az2ba4 + az3bzs = (2)(3) +(6)(1) + (0)(2) = 12

Por otro lado, la multiplicacion BA no esta definida, puesto que el nimero de columnas de la
matriz B (matriz 3 X 4), que es 4, no coincide con el namero de filas de la matriz A (matriz 2 x 3), que
es 2.

1
—2
3
multiplicaciones AB y BA si estan definidas y son las matrices 3 X3 y 1 x 1 que se muestran a
continuacion:

(c) Si A= yB=[4 5 —6], entonces A es una matriz 3 x 1, B es una matriz 1 x 3 y las

4 5 -6
AB=|-8 -10 12] y BA = [—24]

12 15 -—18
Donde:

1 MW@ @G @E6) 4 5 -6
AB = —2‘[4 5 —6]=[(-2)4) (-2)(5) (-2)(-6) =[—8 -10 12]

3 12 15 -18

3@ GG =6
1

BA=[4 5 -6] [—2‘ =[(HD) + G)(=2) + (=6)(3)] = [-24]
3

Por lo que, nuevamente, AB + BA.
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Notese que, en general, la multiplicacion de matrices no es conmutativa; es decir, que no se

obtiene el mismo resultado al efectuar el producto de las matrices A y B, en el orden AB que en el orden
BA; incluso, puede suceder que alguno de estos productos ni siquiera esté definido.

Una vez establecidas las operaciones basicas de las matrices, se cuenta con las “herramientas”
necesarias para entender las reglas para derivar las operaciones entre funciones de varias variables.

3.3.1 Reglas de Diferenciacion para Sumas, Restas, Productos y Cocientes

Sean f, g: R™ - R™ dos funciones tales que Domf = Domg y c € R. Si f y g son diferenciables en un
punto A € R™, entonces:

(i) cf es diferenciable en A y su derivada esta definida por: D(cf)(A) = cDf(A)
(i)  f + g esdiferenciable en A y su derivada estéa definida por: D(f + g)(A) = Df(A) + Dg(A)
(ili)  f — g es diferenciable en A y su derivada esté definida por: D(f — g)(4) = Df(A) — Dg(A)

(iv) Param =1, fg esdiferenciable en Ay su derivada esta definida por: D(fg)(A) = f(A)Dg(A) +
g(A)Df(A)

(v) Param=1y g(4) # 0, 5 es diferenciable en A y su derivada estd definida por: D (f—;) 4) =

9(A)Df(A)-f(A)Dg(A)
[g(A)]?

Donde las derivadas indicadas involucran operaciones entre matrices. De este modo, en (i), la
notacion cDf (A) representa el producto de la constante ¢ por la matriz Df(A), que se lleva a cabo
multiplicando por ¢ cada elemento de la matriz Df (A). De manera semejante, en (iv) y (v), la operacion
f(A)Dg(A) se efectia multiplicando por f(A) cada entrada de la matriz Dg(A) y la operacion
g(A)Df(A) se realiza multiplicando por g(A) cada elemento de la matriz Df (A). Por otro lado, en (ii),
la expresion Df (A) + Dg(A) representa a la suma de las matrices Df(A) y Dg(A), donde se suman sus
respectivos elementos situados en la misma posicion de fila y columna; andlogamente, en (iii), la
expresion Df(A) — Dg(A) representa a la resta de las matrices Df (A) y Dg(A), donde ahora se restan
sus respectivos elementos situados en la misma posicion de fila y columna. Notese que, en (iv) y (v), f
y g son funciones que toman valores reales, por lo que en ningin momento se estan realizando
multiplicaciones entre vectores y matrices. Mas aun, en (v), la expresion g(A)Df(A) — f(A)Dg(A)

representa una resta de matrices y 9(4Df ([‘;)(;;(ZA)DQ(A) representa un multiplo escalar que puede

reescribirse como [g(+)]2 [g(A)Df(A) — f(A)Dg(A)].

Ejemplos

1. Sean f:R? - R la funcion definida por f(x,y) = x> — 5y y ¢ = 4. Encuentra la derivada de la
funcion cf en el punto (—1,1).

Solucion:

Como Z—i (x,y) = 3x2 yZ—§ (x,y) = —10y existen y son continuas en cada (x,y) € R? entonces,
por el Criterio de Diferenciabilidad, f es diferenciable en R%. Ademas, su derivada es la matriz
Jacobiana: Df (x,y) = [Z—ﬁ (x,y) Z—f}(x, y)] = [3x2 —10y], para cada (x,y) € R2.

Luego, por (i) de las Reglas de Diferenciacion, cf es diferenciable en (x,y) y su derivada esta
dada por D(cf)(x,y) = cDf (x,y), para cada (x, y) € R?; es decir:

D(cf)(x,y) = cDf(x,y) = 4[3x?> —10y] = [12x? —40y], para cada (x,y) € R2.
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Por lo tanto, la derivada de la funcion cf en el punto (—1,1) es:
D(cf)(-1,1) = [12(-1)%2 —40(1)]=[12 —40].

2. Sean f,g:R? - R? las funciones definidas por f(x,y) = (x?cosy, ysen3x) y g(x,y) =
(x +y, 2xy). Calcula D(f + g)(1,0).

Solucion:
En este caso, f y g son diferenciables en R?, por el Criterio de Diferenciabilidad, debido a que
todas las derivadas parciales de sus funciones componentes, f;(x,y) = x%cosy, f,(x,y) = ysen3x,

g1(x,y) = x+yy g,(x,y) = 2xy, existen y son continuas en cada (x,y) € R2.

Ademas, para cada (x,y) € R? las derivadas de f y g son las matrices:

Df(x,y) = af, 3y cos3x sen3x

[0 f1 df1

oz ) 9y Cx, y)‘ _ [ 2xcosy —x’seny
of2 -

_E(X»Y) @(X:Y)

[091 091
Dg(x,y) = |4 o F 2y 2
oY) ) [y x]
De aqui que:
_[2(1)cos(0) —(1)%sen(0)] _ [2 0 o1
Df(1,0) = 3(0) cos 3(1) sen3(1) ]_ [0 Sen(3)]yDg(1'O) B [0 2]'

Luego, por (ii) de las Reglas de Diferenciacion, f + g es diferenciable y su derivada esta dada
por D(f + g)(x,y) = Df(x,y) + Dg(x,y), para cada (x, y) € R?. De este modo:

D(f +9)(10) = Df L0 +Dg0 =[5 o+ [0 =[5 24 sonca)]

3. Sean f,g:R? -> R las funciones definidas por f(x,y) =x3+vy*y g(x,y) =x*+ 3. Calcula
D (£) ey

Solucion:
of — 3,2 9 — 4y3 %9 - 99 — i i
Como — (x,y) = 3x°, 3 (x,y) = 4y>, ™ (x,y)=2xy P (x,y) = 0 existen y son continuas

en cada (x,y) € R?, entonces f y g son diferenciables en cada (x,y) € R? (por el Criterio de
Diferenciabilidad). Ademas, sus derivadas son las matrices:

) B
Df(x,y) = [é (x,¥) é(x, y)] =[3x%2 4y3]
] a
Dgx,y) = |57 (xy) 5Ly =2z 0]
para cada (x,y) € RZ. Luego, por (V) de las Reglas de Diferenciacion:

, para cada (x,y) € R2.

f _ 9&xy)Df (x,y)—f(x,y)Dg(x,y)
D (g) (e y) = [gCe»)]?
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Es decir:

+3)[3x2  4y3]-(x3+y*)[2x 0]
D (L) (xy) = E1" 071Gy
sustituyendo las funciones y derivadas (matrices) indicadas

_[3x2(x%43)  4y3(x2+3)]-[2x(x3+y*) 0]
- (x2+3)2
aplicando la operacion multiplo escalar de las matrices en el numerador

_[3x2(x2+43)-2x(x3+y*)  4y3(x2+3)-0]
- (x2+3)2
restando las matrices en el numerador

_ [Bx*+ox2-2x*—2xy* 4ax?y3+12y3]
- (x2+3)2
efectuando las multiplicaciones indicadas dentro de la matriz en el numerador

_ [x*+9xZ—2xy* 4ax?y3+12y3]
B (x2+43)2
reduciendo los términos semejantes dentro de la matriz en el numerador

_ [x(x3+9x-2y*) 4y3(x%+3)]
- (x2+3)2
factorizando cada elemento de la matriz en el numerador

=% 2+3)2 [x(x3 +9x — 2y*)  4y3(x? + 3)]
reescribiendo la expresion del paso previo como un multiplo escalar

_ [x(x3+9x—2y4) 4y3(x2+3)]
L (x2+3)2 (x2+3)2
aplicando la operacion multiplo escalar

x(x3+9x-2y%)  4y3(x2+3)
(x2+3)2 (x2+3)2

Por lo tanto: D( )(x y) = [ ] para cada (x,y) € R2.

A continuacién, se estudiard la regla que permite establecer la diferenciabilidad de una
composicién de funciones y su respectiva derivada.

3.3.2 Regla de la cadena

Sean g: R® - R™y f: R™ — R¥ dos funciones. Si g es diferenciable en A € Domg y f es diferenciable
en g(A) € Domf, entonces f o g es diferenciable en A y su derivada esta definida por

D(f ° g)(4) = Df(g(4))Dg(A).

Donde la notacion Df(g(A))Dg(A) representa el producto de las matrices Df(g(A)) y Dg(A), en ese
orden estricto. Mas aun, Df(g(A)) es una matriz k xm y Dg(A) es una matriz m X n y, en
consecuencia, su producto Df(g(A))Dg(A) estd definido y serd una matriz k x n. También es
importante destacar que la derivada de f, que es la matriz Df, se evalia en g(A) y no en A.

En el caso particular en que f y g son funciones reales de una variable, f, g: R —» R, la regla de

la cadena se reduce a la formula estudiada en Calculo de una Variable: (f o g)'(x) = f’(g(x))g’(x), 0
bien, en su forma diferencial % =2 siempre que z=f(y) y y = g(x), de modo que z =

dy dx
. _df df d
f(g(x)) = (f e g)(x). O, equivalentemente: il ﬁ.
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Ejemplos

1. Sean f(x,y) =3xy +y?y g(t) = (ef,sent). Calcula D(f o g)(t) usando la regla de la cadena.
(Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 967).

Solucion:

En este caso, g:R—> R? y f:R? - R donde, por el Criterio de Diferenciabilidad, f es
diferenciable en R? y g es diferenciable en R.

Ademas, sus derivadas son las matrices:
dg,
- (0

et
Dg(t) = @(t) = [cost]' paracadat € R,y
dt

Df(ey) =[5 (y) 3L (y)| =13y 3x+2y), paracada (x,y) € R?.

De aqui que: Df(g(t)) = Df(ef,sent) = [3sent 3e'+ 2sent], para cada t € R, que se
obtiene de reemplazar x por et y y por sent en la matriz Df (x,y) = [3y 3x + 2y]. Luego, por la
Regla de la Cadena, f o g es diferenciable en cada t € R y su derivada esta dada por:

D(f o g)(t) = Df(g(t))Dg(t)
=[3sent 3et+ 2sent] [ngt]

= [(3sent)(e') + (3et + 2sent)(cost)]
= [3etsent + (3et + 2sent)(cost)]

O bien: (f o g)'(t) = 3etsent + (3et + 2sent)(cost), para cada t € R; puesto que, en este
caso, f o g es una funcion real que depende de una sola variable, t.

Observacion

En general, por la Regla de la Cadena, se tiene lo siguiente.
D(f > g)(t) = Df (x,y)Dg(¢)

dg.
— O
= [Z@» 5 en||e ©
dt

dx
_[f’_f 5_f] dt
~ lox oy dy
dt

_[f’_f ax , 9 d_y]
T lox dt dy dt

Donde se esta considerando que f: R? - R es una funcion diferenciable en R? que depende de
las variables x y y, g: R - R? es una funcion diferenciable en R que depende de la variable ¢ y que
x(t) = g.(t) y y(t) = g,(t) son las funciones componentes de g. De este modo, por la regla de la
cadena, la derivada de la funcion f con respecto a la variable t estd dada por:
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ar _of dx_ of dy
dt ~ dx dt 9y dt

que es precisamente la Unica entrada o elemento de la matriz Jacobiana calculada anteriormente. Esta

férmula también puede ser deducida sin tener que realizar la multiplicacion de matrices, mediante el
diagrama de arbol de la figura 3.5.

Figura 3.5 Diagrama de arbol del ejemplo 1 sobre regla de la cadena

f
of of
RN
X y
dx dy
dt dt
t t

Fuente: Elaboracion Propia

Donde, en la parte més alta del diagrama se coloca la funcion externa f de la composicion de
funciones y se dibujan tantas “ramas” como variables de las cuales dependa ésta; en este caso, como f
depende de las variables x y y, se dibuja una “rama” o flecha dirigida desde f hasta x y otra desde f
hasta y y, a su vez, se dibuja una flecha desde x hasta la variable t y desde y hasta t, en virtud de que las
variables x y y dependen de t. Ademas, sobre cada flecha se escribe la notacion de la derivada (parcial
u ordinaria) que relaciona a las diferentes funciones o variables. Luego, para poder obtener la formula de
la regla de la cadena, las derivadas que se encuentran sobre la misma trayectoria que conectaa f con t
(pasando por la variable x o y) se combinan mediante la operacion producto y, a su vez, dichas
multiplicaciones se combinan mediante la operacion suma.

Para este ejemplo en particular, se tiene que:

df _9df dx | of dy
dt ~ 9x dt 9y dt

= (3y)(e*) + (3x + 2y)(cost)
calculando las derivadas indicadas

= (3sent)e’ + (3et + 2 sent)(cost)
sustituyendo x = ety y = sent

= 3etsent + (3et + 2 sent)(cost)

Donde f(x,y) = 3xy + y?, x(t) = g,(t) = et y y(t) = g,(t) = sent. Nobtese que, en el
proceso anterior, es indispensable llevar a cabo la sustitucion de x por e y de y por sent para que la

. d . .
derivada d—’; dependa exclusivamente de la variable t.

2. Sean f(u,v) =u+v°y g(x,y) = (x2e¥, xe™3Y). Calcula D(f ° g)(x,y) usando la regla de la
cadena.

Solucidn:

En este caso, g: R? - R? y f:R? - R. Las funciones f y g son diferenciables en todo R? (por
el Criterio de Diferenciabilidad). Ademas, sus derivadas son las matrices:
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[0g1 941

—y) — ) 2

ox dy 2xeY x“e” 2

Dg(x,y) = |, = sy paracada (x,y) € R?, y
92 992 e 3V _3xe 3

5 oY) 57 (0y)

Df(wv) = [ZLwv) FLwv)|=[3u> 5v*] paracada (u,v) € R,

De aqui que: Df(g(x,y)) = Df (x%e¥,xe™3Y) = [3(x%e¥)? 5(xe™37)*] =
[3x%e2Y 5x4e~12Y] paracada (x,y) € R?, que se obtiene de reemplazar u por x2e” y v por xe 3 en
la matriz Df (u,v) = [3u? 5v*]. Luego, por la Regla de la Cadena, f o g es diferenciable en cada
(x,y) € R? y su derivada esta dada por:

D(f o g)(x,y) = Df(g(x,y))Dg(x,y)

y 2,y
= [3x*e? 5Sx*e12V] [f:fiy _;ng—By]
= [(3x*e?Y)(2xe?) + (5x*e™12Y)(e73Y) (3x*e?)(x2%e¥) + (5x*e™12Y)(—3xe™%)]
= [6x°e3Y + 5x*e 1Y 3x%e3Y — 15x%e~157]

Observacion

En general, por la Regla de la Cadena, se tiene lo siguiente.
D(f e g)(x,y) = Df (w,v)Dg(x,y)

991 991
_[or of a(x,y) E(X;J’)
ox Y ay Xy

ou Jdu

- [» 6_f]5 oy
~lou avl|ov 9v

dx Jy

_[af ou ,  df Ov OJf ou , If 617]
T lou 9x ov 9x odu dy v dy

Donde se considera que f:R? - R es una funcion diferenciable en R? que depende de las
variables u y v y g: R? - R? es una funcion diferenciable en R? que depende de las variables x y y;
ademas, u(x,y) = g,(x,y) y v(x,y) = g,(x,y) son las funciones componentes de g. Asi, las derivadas
parciales de la funcidn f con respecto a las variables x y y estan dadas por:

of _ 9df ou ,  Of Ov
ax  ou ox v O0Ox
of _ 9f Ou af ov

dy T du dy ov a

gue son precisamente las entradas o elementos de la matriz Jacobiana calculada anteriormente y, cuyas
férmulas, también pueden ser obtenidas a partir del diagrama de arbol de la figura 3.6
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Figura 3.6 Diagrama de arbol del ejemplo 2 sobre regla de la cadena

of ! o

O:L/ v

u %
u ou v v
"’_i/ o 7 o
X y X y

Fuente: Elaboracion Propia

Donde, en la cima del diagrama se coloca la funcion externa f de la composicion de funciones y
se dibujan tantas “ramas” como variables de las cuales dependa ésta; en este caso, como f depende de
las variables u y v, se dibuja una “rama” o flecha dirigida desde f hasta u y otra desde f hasta v y, a su
vez, se dibuja una flecha desde u hasta la variable x y desde u hasta y; analogamente, se dibuja una
flecha desde v hasta la variable x y desde v hasta y, en virtud de que las variables u y v dependen de las
variables x y y. Ademas, sobre cada flecha se escribe la notacion de la derivada parcial que relaciona a
las diferentes funciones o variables. Luego, para obtener las férmulas, las derivadas parciales que se
encuentran sobre la misma trayectoria que conduce desde f hasta x (pasando por la variable u o por v)
se combinan mediante la operacion producto y, a su vez, dichas multiplicaciones se combinan mediante
la operacion suma. De manera semejante se opera con las derivadas parciales ubicadas sobre las dos
diferentes trayectorias que conducen desde f hasta y.

Para este ejemplo en particular, se tiene que:

of _9f ou , Of Ov
ax  ou ox v 0dx

= (3u?®)(2xe”) + (5v*)(e™3)
calculando las derivadas indicadas

= (3(xzey)2)(2xey) + (5(x8—3y)4)(e—3y)
sustituyendo u = x%e¥ y v = xe 3

= (3x*e?)(2xe?) + (5x*e 1) (e™3Y)
efectuando las potencias indicadas

= 6x°e3Y + Sx*e 15V

ﬂ_ 6f'6u 6f‘6v

dy T ou dy Ov 0y

= (Bu?)(x%e”) + (5v*)(—3xe™3Y)
calculando las derivadas indicadas

= (3(x%e¥)?)(x%e¥) + (5(xe™3¥)*)(—3xe™Y)
sustituyendo u = x%e” y v = xe™ 3

= (3x*e?)(x%e”) + (5x*e 12Y)(—3xe™3Y)
efectuando las potencias indicadas

= 3x%e3Y — 15x°e 15

Donde f(u,v) = u® + v°, ulx,y) = g, (x,y) = x%e¥ yv(x,y) = g,(x,y) = xe 3.
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Notese que, en el proceso anterior, es indispensable llevar a cabo la sustitucion de u por x2e? y
—3y . . af  of . .
v por xe—>Y para que las derivadas parciales, oY 3y dependan exclusivamente de las variables x y y.

3.Siglx,y)=(x*+1, y»)yf(u,v) = (u+v, u, v?),calculaladerivadade f o g en (1,1) usando
la regla de la cadena. (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 140).

Solucion:

En este caso, g: R? - R?y f: R? - R3. Las funciones f y g son diferenciables en todo R? (por
el Criterio de Diferenciabilidad). Ademas, sus derivadas son las matrices:

[091 091
E(x')’) E(x'Y) 2 0 5
DH(X.Y) = G g2 = 0 3y2 ) para Cada (X;Y) eER 1y
_g(x;Y) g(x,Y)
r0f1 0f1
e W) - (u,v) L1
Df(u,v) = %(u,v) %(u,v)l = [Suz 0 ] para cada (u,v) € R?.
dfs 0fs 0 2v
Sowv) 22w v)]
2 0 1 1
De aqui que: Dg(1,1) = [0 3] y Df(g(1,1)) = Df(2,1) = |12 0. Luego, por la Regla de
0 2
la Cadena, f o g es diferenciable en (1,1) y su derivada esta dada por:
1 1 2 0 2 3
D(f o )(1,1) = Df(g(LD)Dg(L) = |12 o|[> 2| =|24 of
0 3
0 2 0 6
1 1
Notese que la derivada de f, que es la matriz Df (u,v) = [3u? 0 |, se evalué en g(1,1) y no
0 2v
en (1,1), donde g(1,1) = ((1)? + 1,(1)3) = (2,1).
Observacion
En general, por la Regla de la Cadena, se tiene lo siguiente.
D(f > 9)(x,y) = Df(uw,v)Dg(x,y)
r0f1 0f1
a(u: U) a_v(u! v)-l %(x ) %(x )
of, of, ox Y Gy WY
= _(u! U) _(u!v)
5 % Lxy) k)
ofs ofs ox > 9y
L ou (wv) ov (wv)
0fi 0f1 [2f. 8w, 34 v Bh Bu, Oh v
‘ou  ov|[0w du du 9x Odv 9x Odu dy v ayl
_|2f2 9f2||0x Oy| _|3f2 0u_ 0f2 Ov 0f Ou  0fx Ov
“lou av||ov av| Tlou ax ' av ax ou ay  ov oy
ofs %J ox oyl |9fs Ou  3fs Ov Ofs Ou , 9fs Ov
-ou v ou OJdx dv 0x Ou OJdy dv Jdy

Donde se considera que f:R?

- R3 es

una funcion diferenciable en R? que depende de las

variables u y v y con funciones componentes fi, f>, f3; g: R?> = R? es una funcién diferenciable en R?
que depende de las variables x y y; ademas, u(x,y) = g:(x,y) y v(x,y) = g»(x,y) son las funciones
componentes de g. Asi, las derivadas parciales de las funciones componentes f, f>, f5 de la funcion f
con respecto a las variables x y y estan dadas por:
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que son los elementos de la matriz Jacobiana calculada anteriormente. Por lo que, en este caso, para
deducir las formulas recién enunciadas a partir de un diagrama de arbol, se requiere de un diagrama de
arbol para cada una de las funciones componentes f, f>, f de la funcion f, como el que se muestra en la

figura 3.7.

Figura 3.7 Diagrama de arbol del ejemplo 3 sobre regla de la cadena

Del cual se establece que:

of _ 01
ax u
oft _ i
ay Ju

ou
x

ou
ay

i,

v

ofi

v

v

ax

av
ay

ofi

Y/

Fuente: Elaboracion Propia

fi

v
dy

parai = 1,2, 3. La primera formula se obtiene de sumar los productos de las derivadas parciales que se
encuentran sobre la misma trayectoria que conduce desde la funcidn principal f; hasta la variable x
(pasando por las diferentes variables u, v). Analogamente, la segunda formula se obtiene de la suma de
las multiplicaciones de las derivadas parciales ubicadas sobre las dos diferentes trayectorias que unen a
la funcion f; con la variable y (la primera trayectoria pasando por la variable u y la segunda por la
variable v).

Continuando con las funciones del ejemplo 3, f(u,v) = (u+v,u3v?) y gy =
(x? + 1,y3), para i = 1 se obtiene lo siguiente:

Oh 0K 0u 0% OV _ (13004 (1)0) = 2x

dx du 0ox v ox
d0fi 0f; ou 0f; Ov
dy ou dy oOJv dy
Donde
Analogamente, para i = 2:
df, 0f, du 0df, v
dx ou o0x 0v ox
df, 0f, du 0df, v
dy ou dy odv dy

= D) + (MBy* =3y*

filw,v) =u+v,

= (Bu?)(2x) + (0)(0) = 6u?x = 6(x? + 1)%x

= (3uH(0) + (0)By*) =0

u(x,y) =g,(x,y) =x*+1

y

v(x,y) = g.(x,y) = y°.
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Donde fz(u,v) = u3r u(x,}’) = 91(x»}’) = x2 +1 yv(xJ’) = gz(x,}’) = y3'

Parai = 3:

of; of; du ofy ov B
a—x—a—u'a-F%'a—(0)(2x)+(217)(0)—0

ofs 0fs du afs v _ ~ ~ ~
oy ~ou 3y T v 3y = Q@+ @)GyH =6vy* =60 = 6y°

Donde f3(u,v) = v%, ulx,y) = g1(x,y) = x* + 1y v(x,y) = g,(x,y) = y°.

Es decir:
[o] 3] du , 0 v a d ou , 0 v
i:i._+i._=2x i:i.__*_i._:gyz
dx Ju 0x dv 0x ay du 0dy dv 0dy

of _3f u_ o

6f2 _ 6f2 Ju + afz ov
ax  du ox v

ov _ 2 2
ax 6x(x T 1) dy T du dy v 0y

0 3] du , 0 v 0 3] ou , 0 v
ﬁ—ﬁ._+£._=0 £=£'—+£'—=6}/5
ox du Ox dv 0x ay du 0dy dv dy

O bien, formando la matriz:

(26,04, 05 v Of Ou 0 Ov
ou dx ov 0x o0u OJdy ov 6y| 2x 3y2
_ |92, 0u 0% Ov 0fz O0u , 0fz Ovi_ 2 2
D(fog)(x’y)_lau 6x+6v ox du 6y+6v ayi_ 6x(x* +1) 0
s u 0fy v 0fy Ou  3fs v 0 6y
du 0x ov 0dx OJu OJy v dy

5

Finalmente, evaluando en (1,1), se tiene como resultado la matriz. D(f o g)(1,1) =
2(1) 3(1)? 2 3
6(1)((1)? + 1)? 0 =[24 0
0 6(1)° 0 6

, la cual coincide con la matriz obtenida de la multiplicacién de

1 1
las matrices Df(g(l,l)) = [12 olyDg(1,1) = 3 (3)] tal como se vio inicialmente en este ejemplo.
0 2

4. Sean f(x,y) = (x? + cosy, e¥**¥)y g(u,v) = (e”z, u— senv). Calcula D(f © g)(0,0) usando la
regla de la cadena. (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 140).

Solucion:

En este caso, g: R? - R? y f: R? - R?. Las funciones f y g son diferenciables en todo R? (por
el Criterio de Diferenciabilidad). Ademas, sus derivadas son las matrices:

[094 991
Dg(u,v) = ou () ov (wv) = [Zueuz 0 ] para cada (u,v) € R?,y
’ aﬂ(u v) %(u v) 1 —COoSv , ’ '
| ou ov !
[0 f1 0f1
—xy) =y
dx dy 2x —sen
Df(x,y) = % ) ) = [e“y ex+yy], para cada (x,y) € R2.
| Ox 4 oy 'y
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De aqui que: Dg(0,0) = [(1) _01] y Df(g(0,0)) = Df(1,0) = [2 (e)] Luego, por la Regla de
la Cadena, f o g es diferenciable en (0,0) y su derivada esta dada por:

D(f » 9)(0.0) = Df (g00)pg0m =2 ][ °]=[0 °]

2x —seny
ex+y ex+y

y no en (0,0), donde ¢g(0,0) = (e(o)z, 0— senO) = (e% —sen0) = (1,0).

Notese que la derivada de f, que es la matriz Df (x,y) = [ ] se evaluo en g(0,0)

Observacion

En general, por la Regla de la Cadena, se tiene lo siguiente.
D(f > g)(w,v) = Df (x,y)Dg(u,v)

e 21y y)| [2 29,

= (5 ) % (x,y) wv) —t(wv)

of, of, 992 992
5% 0V 5, G| |5r wv) FEww)

| Ju
06 OA)[ox ox| [04.9x  0A 9y 9h 0x  Ofi Oy
_|9x ody||ou ov| _|9x Ou dy 0du 0dx O0v dy O0v
|22 L2y Ooy| " |0f2 0x  0f2 Oy 0fr Ox , Of2 3y
| 0x dyllou ov | 0x Odu dy Odu 0x O0v dy Ov

Donde se considera que f:R? — R? es una funcion diferenciable en R? que depende de las
variables x y y y con funciones componentes f;, f>; g: R? — R? es una funcién diferenciable en R? que
depende de las variables u y v; ademas, x(u,v) = g,(u,v) y y(u,v) = g,(u,v) son las funciones
componentes de g. Asi, las derivadas parciales de las funciones componentes f;, f, de la funcion f con
respecto a las variables u y v estan dadas por:

Oh _09h 0x , Oh Oy Oh _9h 0x , 95 0y
du dx OJdu dy OJdu v dx OJv dy Ov
Of _ 0% 0x 3 3y 0 _3f 9x_ 0 0y
ou dx Jdu dy du v dx Ov dy O0v

que son las entradas de la matriz Jacobiana calculada anteriormente. En este caso, para deducir las
férmulas recién enunciadas a partir de un diagrama de arbol, nuevamente se requiere de un diagrama de
arbol para cada una de las funciones componentes f;, f> de la funcién f, como el que se muestra en la
figura 3.8.

Figura 3.8 Diagrama de arbol del ejemplo 4 sobre regla de la cadena

o I o
ax/ oy
x y
ox ox % dy
"’_i/ z au‘/ o
u v u v

Fuente: Elaboracion Propia



Del cual se establece que:

ofi _3fi 0x L 0fi 0y

du ax E dy o0u

ofi _0fi ox , ofi 0y

v ox OJv dy O0v
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para i = 1,2. La primera formula se obtiene de sumar los productos de las derivadas parciales que se
encuentran sobre la misma trayectoria que une a la funcion principal f; con la variable u (pasando por
las diferentes variables x,y). Analogamente, la segunda férmula se obtiene de la suma de las
multiplicaciones de las derivadas parciales ubicadas sobre las dos diferentes trayectorias que conducen
desde la funcion f; hasta la variable v (la primera trayectoria pasando por la variable x y la segunda por

la variable y).

Continuando con f(x,y) = (x? + cosy, e**?) y g(u,v) = (e*’, u — senv), que son las

funciones del ejemplo 4, para i = 1 se obtiene lo siguiente:

ofi _ 0K 0x  3fi 3y
ou dx Odu dy du

= (Zx)(Zue“Z) + (—seny)(1)
calculando las derivadas indicadas

= (Zeuz)(Zue”Z) + (—sen(u — senv))(l)
sustituyendo x = e’ y y=u-—senv
= 4ue?’ — sen(u — senv)

Oh _ 0/ 9x O 0Oy

v dx Ov dy dv

= (2x)(0) + (—seny)(—cosv)
calculando las derivadas indicadas

= (Zeuz)(O) + (—sen(u - senv))(—cosv)
sustituyendo x = e’ y y=1u-—senv

= sen(u — senv)cosv

Donde f;(x,y) = x? + cosy, x(u,v) = g,(u,v) = e’ y y(u,v) =g,(u,v) =u—senv.

Analogamente, para i = 2:

3f _ 0y 0x  3f 3y
ou dx Jdu dy du

= (e¥)(2ue™’) + (e**)(1)
calculando las derivadas indicadas

— (eeu2+u—senv) (Zueuz) + (ee“2+u—senv) (1)

sustituyendo x = e’ y y=u-—senv

u? e“2+u—senv e“2+u—senv
= 2ue’ e +e

2
U t+u—senv

= (Zue“2 + 1)ee
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o _0f 9x 3 3y
v dx Ov dy dv

= (e**¥)(0) + (e**¥)(—cosv)
calculando las derivadas indicadas

— (ee“2+u—senv) (0) + (ee”2+u—senv) (—COSU)
sustituyendo x = e’ y y=u-—senv

u?
— () — " tu-senv

cosv

u?
e” +u—senv

= —¢ cosv
Donde f,(x,y) = e¥*, x(u,v) = g1(,v) = ¥ y y(u,v) = go(u,v) = u — senv.
Es decir:

% = 4ue™” — sen(u — senv) % = sen(u — senv)cosv

% = (Zueu2 + 1)eeu2+u_sem’ % = e rumsenv o,

O bien, formando la matriz:

0f1 Ox 0fy 0y 0f1 0x df1 0y
ox au oy ou ox av oy ov
D(f > g)(w,v) = df, 9x | fy 0y 0f; 9x _0f, 0y
dx OJdu dy Jdu 0dx O0v dy dv

[4u62“2 — sen(u — senv) sen(u — senv)cosv]

(Zueu2 + 1)eeu2 +u—senv _ee“2 +HU—Senv ) ¢,
Finalmente, evaluando en (0,0), se tiene como resultado la matriz:

D(f - g)(0,0) = 4(0)82(0)2 —sen(0 —sen0) sen(0— SenO)COSOI

(2(0)6’(0)2 + 1)ee(o)z+0—sen0 _ee(°)2+0—sen06050

_ [4(0)e® — sen(0—0) sen(0 — 0)cos0
(2(0)€° + 1)e"t070  _ge+0-0,450

[4(0)(1) — sen(0) sen(0)cos0

[ (2(0)(1) + Det —elcos0
__ [0 —sen(0) sen(0)cos0
L0+ Det —elcos0
_[0=0 (0)(D)
Tl et —el(D)
0 0
~le —e]

la cual coincide con la matriz obtenida de la multiplicacion de las matrices Df(g(0,0)) = [i 2] y

Dg(0,0) = [(1) _01] como se Vvio inicialmente en este ejemplo.
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5.Seau = x? + yz,con x =rsent, y =rcost y z = rsen’t. Calcula 3—1: y ?3_1; usando la regla de la
cadena. (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 968).

Solucién:
Primer Método (Regla de la Cadena con Matrices):

Si se considera f: R® - R como la funcién definida por f(x,y,z) =x*+yz y g:R? - R3 como la
funcion definida por g(r,t) = (rsent, rcost, rsen®t), entonces sus derivadas son las matrices:

091 091
() S, t)]

; ; sent rcost
Dg(r,t) = %(T, t) %(‘r, t)| = cost —rsent l para cada (r,t) € R?,y
sen’t 2rsentcost

a a
|52 20|
) a a
Df(x,y,z) = é(x, Y, Z2) %(x, Y, Z2) a—]Zc(x, y, z)] =[2x z y],paracada (x,y,z) € R3.

De aqui que: Df(g(r,t)) = Df(rsent,rcost,rsen’t) = [2rsent rsen’t rcostl, para
cada (r,t) € R?, que se obtiene de reemplazar x por rsent, y por rcost y z por rsen?t en la matriz
Df(x,y,z) =[2x =z y]. Por la Regla de la Cadena, f o g es diferenciable en cada (r,t) € R? y su
derivada esta dada por:

D(fog)(rt) = Df(g(r, t))Dg(r, t)
sent rcost
= [2rsent rsen®t rcost]| cost —rsent
sen’t 2rsentcost
= [2rsen?t + rsen?tcost + r cos t sen’t 2risentcost — r’sen3t + 2r2sent cos? t]
= [2rsen?t + 2rsen?tcost 2risentcost — r’sen3t + 2r2sent cos? t]

= [2rsen?t(1 + cost) r?%sent(2cost — sen?t + 2 cos? t)].

Como u = x2 + yz = f(x,y,2) = f(rsent,rcost,rsen?t) = f(g(r,t)), es decir, u = (f o g) (1, ¢),
entonces:

Du(r,t) = D(f » g)(r, 1)

= [2rsen?t(1 + cost) r?%sent(2cost — sen?t + 2 cos? t)].

Como también se tiene que Du(r,t) = ’;—’: (r,t) 3—7: (r, t)], entonces:
ou 2
E(T’ t) = 2rsen“t(1 + cost)

F)
6—1: (r,t) = r?sent(2cost — sen?t + 2 cos?t)

Segundo Método (Regla de la Cadena con Diagrama de Arbol):

Como u(x,y,z) = x? + yz, con x(r,t) = rsent, y(r,t) =rcost y z(r,t) = rsen?t, entonces las
. . . Ju  Jdu . .

férmulas para calcular las derivadas parciales, =Y o0 pueden ser establecidas usando el diagrama de

arbol de la figura 3.9.
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Figura 3.9 Diagrama de arbol del ejemplo 5 sobre regla de la cadena

du u g_u
V z 0z
at
0x ] * Z
or X ou ou ou -
dx — — 0z
dy dy
5 0z
ox ar
at
dy y a
t i_r/ kod r
ot
r t

Fuente: Elaboracion Propia

De aqui que:
__Ou dy . ou 0z
T oox ar dz Or
du a du 0z
_ o, 9y 4 0u oz
0x at dz 0t
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Donde la primera férmula se obtiene de sumar los productos de las derivadas parciales que se
encuentran sobre la misma trayectoria que conduce desde la funcion principal u hasta la variable r
(pasando por las diferentes variables x, y, z). Andlogamente, la segunda formula se obtiene de la suma
de las multiplicaciones de las derivadas parciales ubicadas sobre las tres diferentes trayectorias que unen
alafuncion u con la variable t (la primera trayectoria pasando por la variable x, la segunda por la variable
vy la tercera por z).

Luego:

ou 0x

E_ax ar

ou 0Jy ou 0z
dy Or dz Or

= 2x(sent) + z(cost) + y(sen?t)
calculando las derivadas indicadas

= 2(rsent)(sent) + (rsen?t)(cost) + (rcost)(sen?t)
sustituyendo x = rsent,y = rcost y z = rsen?t

= 2rsen?t + 2rcostsen?t

ou _ du Ox
at  dx ot

du Jy

dy ot dz Ot

ou 0z

= 2x(rcost) + z(—rsent) + y(2rsentcost)
calculando las derivadas indicadas

= 2(rsent)(rcost) + (rsen?t)(—rsent) + (rcost)(2rsentcost)
sustituyendo x = rsent,y = rcost y z = rsen?t

= 2r?sentcost — r?sen3t + 2r? cos? t sent

Donde: u = x2 + yz, con x = rsent, y = rcost Y z = rsen’t
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3.3.3 Aplicaciones de la regla de la cadena

En esta seccion se presentan algunos ejemplos de situaciones clasicas que pueden modelarse y resolverse
aplicando la regla de la cadena; especificamente, con diagrama de arbol.

1. Supongamos que la presion P en kilopascales (kPa), el volumen V en litros (L) y la temperatura
T en Kelvin (K) de un mol de un gas ideal, estan relacionados por la ecuacion PV = 8.31T.
Encuentra la tasa en la cual la presion esta cambiando con respecto al tiempo, cuando la
temperatura es 200 K e incrementandose en una tasa de 0.15 K/s y el volumen es 50 L e
incrementandose en una tasa de 0.25 L/s. (Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 953).

Solucion:
8.31T

Se considera la funcion P(T,V) = o Por la Regla de la Cadena (ver el diagrama de arbol de
la figura 3.10), la tasa de variacion de la presion P con respecto al tiempo t esta dada por:

dP 9P dT | 9P av
dt ~ aT dt oV dt

Figura 3.10 Diagrama de arbol del ejemplo 1 sobre aplicaciones de la regla de la cadena

o0, o
AN
T %4
dT dv
dt dt
t t

Fuente: Elaboracion Propia

De este modo:

ap 0P dT 0P dV 831 dT 831T dV

dat oaT dat v v dr Ve at

Como T = 200 K, % =0.15K/s,V=50Ly Z—: = 0.25 L /s, entonces la tasa de variacion de
la presién con respecto al tiempo queda como:

ar_831 (0.15) 8.31(200) (0.25) = 0.02493 — 0.1662 = —0.14127
dt 50 (502 T R

Por lo tanto: La presion decrece en una tasa de 0.14127 kPa/s.

2. Al calentar un cilindro circular recto solido, su radio r y altura h aumentan; por lo tanto, también
lo hace el area S de su superficie. Supongamos que en el instanteenque r = 5cmy h = 10 cm,
r esté creciendo a razon de 0.1 cm/hr y h aumentaa 0.2 cm/hr. ¢Qué tan rapido crece S en ese
instante? (Adaptado a partir de Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p. 648).
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Solucion:

En primer lugar, es necesario establecer la funcion que representa el area del cilindro circular
recto. Teniendo en cuenta la forma del cilindro (ver la figura 3.11), tanto su base como su tapa son
circulos de radio r, por lo que el area de cada uno esta dada por mr?; asi, si S; representa el area de la
base y la tapa del cilindro se tiene que: S; = 212, Ademas, el “cuerpo” del cilindro es un rectangulo
cuya area estd dada como el producto de la base por la altura donde, en este caso, la base es el perimetro
del circulo, 27, y la altura es h; si S, representa dicha area, se tiene que: S, = 2rmrh. De este modo, el
area total de la superficie S del cilindro circular recto es la suma de S; y S,, esto es: § = 2nr? + 2nrh,
que depende de la altura h y del radio r.

Figura 3.11 Cilindro circular recto
-1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

Luego, derivando parcialmente:

s as
P 2nr Yy Pl 4nr + 2mh, con h,r > 0.

Como el radio r y la altura h son funciones del tiempo t, entonces la tasa de variacion del &rea de
la superficie del cilindro con respecto al tiempo esta dada por:

ds as dh+aS dr
dt oh dt or dt

Ver el diagrama de arbol de la figura 3.12.

Figura 3.12 Diagrama de arbol del ejemplo 2 sobre aplicaciones de la regla de la cadena

0S aS
h r
dh dr
dt dt
t t

Fuente: Elaboracion Propia

De este modo:

as 0S dh as dr dh ar
E_E.E-I_E.E_ (ZHT)E-F (4-7TT‘+2T[h)E
Como h =10 cm, % =02cm/hr,r =5cmy % = 0.1 cm/hr, entonces la tasa de variacion

del area de la superficie con respecto al tiempo queda como:
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% = (2mr) % + (4nr + 2mh) %
= 2m(5)(0.2) + [47(5) + 2m(10)](0.1)
=2m+4n
= 61
Por lo tanto: El 4rea de la superficie del cilindro crece en una tasa de 6w ¢cm?/hr.
3.4 Vector gradiente y derivada direccional
En las secciones 3.1.4 y 3.1.5 se vio la interpretacion geométrica y la interpretacion fisica de las derivadas

parciales de una funcidn real de dos variables; es decir, que éstas representan las tasas de cambio de dicha
funcion o las pendientes de su gréafica en la direccion de los ejes coordenados. Especificamente, que la

derivada parcial Z—ﬁ se interpreta como la tasa de variacion de f o la pendiente de la superficie z = f(x, y)

. ., . . . .0 . ..y, .
en ladireccion del eje x y la derivada parcial é se interpreta como la tasa de variacion de f o la pendiente

de la superficie z = f(x,y) en la direccion del eje y, siempre que f es una funcion real que depende de
las variables x y y. En esta seccidn se generalizard el concepto de derivada parcial de modo que se
definird una derivada que representa la tasa de variacion de la funcion o la pendiente de su gréfica en
cualquier direccion, esto es, se definira la derivada direccional. Otro concepto importante que permitira
caracterizar a la derivada direccional es el de gradiente, el cual se define a continuacion.

3.4.1 Definicién de gradiente

Sea f:R™ — R una funcion diferenciable. El gradiente de f en P = (x4, x5, ..., X,) € R™ es el vector
definido por

VF(P) = (% (P),:TfZ(P), ---,;TZ(P)>

En particular, si f: R? - R, su gradiente se define por:
VF(P) = <Z—£ (P),%(P)), donde P = (x,y)

Analogamente, para f: R3 — R, se tiene que:
VF(P) = <Z—£ (P),%(P),Z—ﬁ(lb)), donde P = (x,y, 2)

Ejemplos

1. Si f(x,y,2z) = {x% + y? + z2, entonces su gradiente en cada (x, y, z) # (0,0,0) esta dado por:

- (¥ of of — X y z
Vf(x; yr Z) - (ax (xl Y; Z)I ay (-x; )’; Z)) 9z (-x; )’; Z)) <\/x2+y2+zz ) \/x2+y2+zz ) \/x2+y2+zz>

Mas aln, el gradiente puede ser evaluado en un punto especifico de su dominio, en este caso, en
cualquier terna ordenada distinta del origen; por ejemplo, en (1,1, —2), de modo que:
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7] a 7]
rf(1,1,-2) = <é(1,1,—2),5(1,1,—2),6—’;(1,1,—2)>

1 1 -2
- (J(1)2+(1>2+(—z>2 J@W2+@)2+(-2)? J(1>2+(1>2+(—2)2>
_ (L L _i)
V6’V e
2. Si f(x,y,z) = 2xy + 5z3, entonces su gradiente en cada (x,y,z) € R esta dado por:

0 0 0
Vf(x,y,z) = (é (x, v, Z),é (x,, Z),é (x,, Z)> = (2y,2x,15z2)

Ademas, es posible evaluar el gradiente en cualquier terna ordenada; por ejemplo, en (0,0,1),
como se muestra a continuacion:

V£(0,0,1) = (Z—ﬁ (0,0,1),%(0,0,1),3—’2(0,0,1)) = (2(0), 2(0),15(1)) = (0,0,15)

3. Si f(x,y) = cos(x — y) Iny, entonces su gradiente en cada (x,y) € R? con y > 0 esta dado
por:

cos(x-y)
y

Vf(y) = (Z—f (6y). 55 @ y)) = (=sen(x =y ny, +sen(x—y)iny)

Mas aln, el gradiente puede ser evaluado en cualquier par ordenado (x,y) € R? con y > 0; por
ejemplo, en (0, ), de modo que:

vf(0,m) = (j—i ©0.m,Z 0, n)>

cos(0—-1)

= (—sen(O —m)linm, + sen(0 — ) In n)

cos(—1)

= (—sen(—n) Inm, + sen(—m) In n) = (O, — %)

Es importante destacar que el gradiente de una funcion real de n variables es un elemento en R™,
pero recibe el nombre de vector por su aspecto geométrico, es decir, se estd considerando como un
segmento de recta dirigido, dotado de una magnitud y una direccion. Para el caso de los vectores en R?
y en R3, estos se pueden representar facilmente como flechas que inician en el origen de coordenadas y
terminan en el punto asociado a un par ordenado, cuando se trata de vectores en R?, o bien, a una terna
ordenada cuando los vectores estan en R3, tal como se muestra en la figura 3.13(a)-(b).
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Figura 3.13 (a) Ejemplos de vectores en R? (vectores en el plano)

b

V= (v1,v2)

Figura 3.13 (b) Ejemplos de vectores en R3 (vectores en el espacio)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra Clasico y GeoGebra 3D
Mas adelante, se ocuparan también los siguientes conceptos sobre la teoria de vectores.

Siv=(v,,v,,..,1) Yy w=(wy,w,,...,w,) son dos vectores cualesquiera en R™ y a es un
escalar (nimero real), entonces se define lo siguiente:

Sumaentre vy w:

v+w =0 +wy, v, + Wy, ., Uy + W)
Multiplo escalar av:

av = (avy, avy, ..., avy,)

Producto Punto (o producto escalar) entre v y w:
Vew = v Wy +U,Wy + -+ VW,

Norma (o longitud o magnitud) de v:

ol = yvi? + w2 + - + v,

Ademas, se dice que v es un vector unitario si su normaes igual a 1. Si v es un vector no unitario

distinto del vector nulo o cero (vector con todas sus coordenadas iguales a 0), entonces: v* = ﬁ esun

vector unitario y con la misma direccion que v.
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Por ejemplo, para los vectores v = (—1,2,6) y w = (3,0, —2) se tiene lo siguiente:
v4+w=(-126)+(30-2)=(-14+3,2+0,6+(-2)) = (2,2,4)
5v =5(—1,2,6) = (5(-1),5(2),5(6) ) = (-5, 10,30)
vew=(-126)¢(3,0,-2)=(-1)B)+2)(0)+(6)(-2) =—-3+0—-12 = —-15

vl = V(=12 + (2)2 + (6)2 =1 + 4+ 36 =41

Iwll = V(32 + (0)2 + (-2)2 =9 + 4 = /13
De aqui que, ni v ni w son vectores unitarios; sin embargo, los vectores v* =ﬁ=
(_L 2 i) =W = (i 0 —i) sf son unitarios
i vy YW Twm T \m Y TS ! '

Una vez revisados algunos conceptos basicos de la teoria de vectores en R™, se estd en
condiciones de definir y caracterizar a la derivada direccional.

3.4.2 Definicion de derivada direccional

Sean f: R™ — R una funcion, P = (xq, x5, ..., x,) un punto en R* y v = (vy, v, ..., v,) un vector en R*
cualesquiera. La derivada direccional de f en P en la direccion de v esta definida por

Duf (P) = Lim KT

siempre que el limite existe. O bien:

f(xq+tvy,xa+tvy,...xp+tvn)—f(X1,X2,...Xn)
t

D,f(x1, %3, ..., xp) = lim
t—0

donde P + tv = (x4, X3, oo, X)) + t(V1, V5, oo, V) = (X + tV1, Xy + LUy, .0, Xy + tV,).
De este modo, para f: R? - R, la derivada direccional se define como se muestra a continuacion:

f(x+tvy,y+tvy)—f(x,y)
t

D =1
vf(x: y) ltl_%l
Ademas, si v = (1,0), se tiene que:
g, Sty —f(xy) _ Of
va(xJY)—ltl_T](} t —ax(x»y)

Analogamente, si v = (0,1), entonces:

_ gi, FY+O-f(xy) _ of
Dof(x,y) = lim==——==="(x,y)
Es decir, las derivadas parciales g—i y 2—5 son casos particulares de la derivada direccional, en los

que la tasa de cambio de la funcién f o la pendiente de la superficie z = f(x, y) es en la direccion de
vectores con la misma direccién de los ejes coordenados.

En la figura 3.14 se muestra la interpretacién geométrica de la derivada direccional de una funcion
real de dos variables como la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion entre la grafica de
la funcidn y el plano en la direccion de un vector en R?. Especificamente, D, f (a, b) representa el valor
de la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion entre la superficie z = f(x,y) y el plano
que tiene la misma direccion que el vector v = (v, v,), en el punto (a, b, ¢) tal que f(a, b) = c.
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Figura 3.14 Interpretacion geométrica de la derivada direccional D, f (a, b)

Recta tangente con Ia misma direccion de v

Vectory = vy .vp)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

A continuacion, se caracterizara a la derivada direccional de una manera sencilla, a partir del
producto punto entre su vector gradiente y un vector unitario.

3.4.3 Caracterizacion de la derivada direccional
Sean f:R™ - R una funcion, P = (x4, x5, ...,x,) Un punto en R™ y v = (v, vy, ..., 1) UN vector

unitario en R™. Si f es diferenciable, entonces la derivada direccional de f en P en la direccion de v
existe y esta dada por

Dof (P) = VF(P) *v = 3= (P)vy + 32 (P)v, + -+ + 22 (P)v,

donde e denota el producto punto.

Ejemplos

1. Sea f(x,y,z) = y3e~?*?, Calcula la derivada direccional de f en el punto P = (0,1,0) en la
direccion del vector unitario v = ( Nl \/1_ \/_) (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p.
148).
Solucion:

El vector gradiente de f en cada (x,y,z) € R3 esta dado por:

a 0 3}
Vf(x,y,2) = (é (6,2, (6,2, 5L (x,, z))

= (—2y3ze™2X2 322Xz _Dyy3=242)
De aqui que:
V£(0,1,0) = (—2(1)3(0)e~2®(®),3(1)2e 20O —2(0)(1)3e2(M©®) = (0,3,0).
Luego, por la caracterizacion de la derivada direccional, dicha derivada de f en el punto P =

(0,1,0) en la direccién del vector unitario v = (\/1_ \/1_ \/_) esta dada por:

1 1 1 3

D,f(0,1,0) = 7f(0,1,0)+ v = (030) + (.= %) = O (F)+ B (F)+O(F) ==

3°'v3'V3

Es decir: D,f(0,1,0) = %
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2. Sea f(x,y) = x? + y2. Calcula la derivada direccional de f en el punto P = (4,3) en la direccion
del vector v = (1,3). (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 978).

Solucion:

El vector gradiente de f en cada (x,y) € R? esta dado por:

Vi y) = (§—§ (x,y), 2—5 (x, y)> = (2x,2y)

De aqui que: Vf(4,3) = (8,6). Luego, por la caracterizacion de la derivada direccional, dicha

derivada de f en el punto P = (4,3) en la direccion del vector unitario v* = ﬁ = (\/1_ \/_) esta dada
por:
D,.f(43) = Vf(4,3) e v* = (8,6) » («— «—) _ (8)( )+ (6) ( 0) ==+===

Es decir: D,,.f(4,3) = jTio

En este segundo ejemplo, notese que el vector v = (1,3) no es unitario, puesto que su norma es

_— L «_ v _ (1
distinta de 1; sin embargo, el vector v* = o (\/_ \/_) si es unitario y tiene la misma direccion del

vector v, donde ||v]| = /(1)2 + (3)2 = /10 es la norma de v.

Se finaliza este capitulo estableciendo como calcular el plano tangente a una superficie dada a
partir del vector gradiente.

3.4.4 Plano tangente
Suponiendo que F es una funcién real que depende de las variables x,y, z, y que es diferenciable en
(a, b, c), una ecuacion del plano tangente a la superficie dada por F(x,y,z) = 0 en el punto (a, b, ¢) es

VF(a,b,c) e (x —a,y — b,z —c) = 0, donde e representa el producto punto; es decir, dicha ecuacion
es de la forma:

—(abc)(x—a)+ (abc)(y b)+ (abc)(z—c)—O

siempre que VF(a, b, c) sea distinto del vector cero.

Mas adn, en el caso de que la superficie sea de la forma z = f(x,y), si se define F(x,y,z) =
f(x,y) — z, el plano tangente a la superficie F(x,y,z) = 0 en el punto (a, b, ¢) tiene una ecuacion dada
por:

of af
a(a,b)(x—a) +£(a,b)(y—b) —(z-¢)=0

of OF _9F \,OF _ _

uesto que 2 =
P q ax 9x'dy dy ° oz
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Ejemplos

1. Encuentra una ecuacion del plano tangente al hiperboloide z? — 2x? —y2 = 4 en el punto
(2,—2,4). (Adaptado a partir de Larson et. al., 1996, p. 1169).

Solucion:

En este caso, la funcion F esta definida por F(x,y,z) = z%> — 2x? —y2 — 4 y el punto de
tangencia es (2, —2,4). Entonces el vector gradiente de F esta dado por: VF(x,y,z) = (—4x,—2y,2z)
que, evaluado en el punto (2, —2,4), queda como VF(2,—2,4) = (—4(2), —2(-2),2(4)) = (-8,4,8).
Luego, una ecuacion del plano tangente al hiperboloide z? — 2x? — y2 = 4 en el punto (2, —2,4) esta
dada como se muestra a continuacion:

VF(2,-24)e(x—2,y+2,z—4)=0
(—848)e(x—2,y+2,z—4)=0
—8(x—-2)+4(y+2)+8(z—-4)=0
—-8x+16+4y+8+82—-32=0
—-8x+4y+8z2—-8=0
2x—y—2z+2=0

Las gréficas del hiperboloide y de su plano tangente se ilustran en la figura 3.15.

Figura 3.15 Gréfica de z2 — 2x? — y? = 4y su plano tangente en (2, —2,4)

y
2x-y-27+2=0

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

2. Halla una ecuacién del plano tangente al paraboloide z = x2 + y? en el punto (1,-2,5).
(Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 653).

Solucién:
Como la superficie es de la forma z = f(x,y), con f(x,y) = x? + y?, y el punto de tangencia

es (1, —2,5), entonces una ecuacion del plano tangente a dicha superficie en el punto indicado se obtiene
de la siguiente manera:

d a
T@hE-a)+L@hy-bn-(-c=0
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donde (a,b,¢) = (1,-25), L(ab) =LA -D=20=2y L@h) =2 1,-D=2(-2) =

—4, puesto que Z—i(x, y)=2xYy Z—i(x, y) = 2y para todo (x,y) € R?; es decir, la ecuacion del plano

tangente queda como:
TAL-DE-D+ZLA-DO+D- (-5 =0
26—1)—4(y+2)—(z-5)=0
2x—2—4y—-8—-2z+5=0
2x—4y—z—-5=0
Las graficas del paraboloide y de su plano tangente se ilustran en la figura 3.16.

Figura 3.16 Gréaficade z = x2 + y? y su plano tangente en (1, —2,5)

X W ox-4y-z-5=0"

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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Ejercicios Propuestos

ax

L . . af @ : - L
En los ejercicios 1 a 20, calcula las derivadas parciales, ! yé, aplicando las reglas basicas de derivacion
ordinaria.

1. f(x,y) = x°y® — x%y + 5xy
2.fy) =

3.f(x,y) =2x + 5y

4. f(x,y) = (x* +y*)e®

5. f(x,y) = xsen(y?)

6. f(x,y) = In(3x%) — tan(5y)
7.f(x,y) = [In(xy)P®

8. f(x,y) = e*™¥ cos(x*y)

9. f(x,) = 5% + xy?

5x%y
x4+y4

10. f(x,y) =

l
11. f(x,y) = ;lzy
1
X

12. f(x,y) =

3

13. f(x,y) = ¥+

14. f(x,y) = cos? x sen(2y)

15. f(x,y) = J%yz
16. f(x,y) = cos(xy) + xcos y
17. f(x,y) = e*lny
18. f(x,y) = xye*™

19. f(x,y) = y? + sen(x? + 1)

20. f(x,y) = 2

x2+y2

21. Halla las pendientes de la superficie z = 16 — 3x% — 2y?2 en el punto (2, —1, 2), en la direccién de
x y en ladireccion de y.

22. Calcula la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie z = x? + y?2 con
el plano x = 1 en el punto (1,2,5). Dibuja la curva en cuestion, tomando en cuenta que la pendiente
buscada es la interpretacion geométrica de una derivada parcial. (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p.
954).
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23. La temperatura, en grados Celsius, en cualquier punto (x,y) de una placa metalica esta dada por

20 , . . .
T(x,y) = . Encuentra la razon de cambio de la temperatura respecto a la distancia, en metros,
1+x2+y2

recorrida a lo largo de la placa en la direccion positiva de los ejes x y y, en el punto (2,1). (Adaptado a
partir de Stewart, 1999, p. 942).

24. El volumen V de un cono circular recto esta dado por V = %m’zh, donde r es el radio y h la altura.

Si el radio r se mantiene fijo en 5 in, determina la razén de cambio del volumen con respecto a la altura
h, cuando h = 12 in. (Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 628).

25. De acuerdo con la Ley de los Gases Ideales, la presion P, la temperatura T y el volumen V de un gas
confinado, se relacionan mediante la férmula PV = kT, donde k es una constante. Si el volumen es de
150 in3 y la temperatura es de 200 K (Kelvin), encuentra la razén de cambio de la presion (en libras por
pulgada cuadrada, Ib/in?) con respecto a la temperatura y con respecto al volumen. (Adaptado a partir
de Purcell et. al., 2007, p. 628).

En los ejercicios 26 a 33, calcula la matriz Jacobiana de f y determina el conjunto mas grande donde es
diferenciable.

26. f(x,y,z) = (x? +y? + 22)~ Yz,

27. f(x,y,2) = (eZ In(x? + y?), xysen(z? + 1)).
28. f(x,y) = (xseny, y?cos(x —y), é)
29. f(x) = (tan(Zx —-1), e7%, x‘3/2).

30. f(x,y) =1 —x%2 —y2

31. f(x,v,2z) = (z% + In(xy), e?cos(x? +y?), x%yz?).

32. f(x,y,2) = (ex2+1sen(y2 +22), xz —y).

33. f(x,y) = (w/x2 + y?, ﬁ)

x2y? ,
34. Demuestra que la funcion f(x,y) = {x*+y* st (xy)# (00)

0 si (xy)=(00)
(Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 954).

no es diferenciable en (0,0).

35. Sean f(x,y) =2xy y g(t) = (e7t, cost). Calcula D(f o g)(t) usando la regla de la cadena.
(Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 142).

36. Sean f(u,v,w) =u?+v2+w?yg(xyz) = (xy, z%, e *%). Calcula D(f ° g)(x,y,z) usando
la regla de la cadena. (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 139).

37. Sean f(u,v) = (tan(u—1) +e?, ud —v3) y g(x,y) = (e, x + y). Calcula D(f o g)(1,1)
usando la regla de la cadena. (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 143).

38.Seau =x2—y?% conx =2r+syy=r—3s. Calcula Z—Z(r, s)y g—:(r, s) usando la regla de la
cadena. (Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 973).

39. La temperatura, en grados Celsius, en cualquier punto (x,y) de una placa metalica esta dada por

T(x,y) = e?*73Y_ Si una hormiga se desplaza sobre la placa, de modo que % = % = 3 ft/min,

determina como cambia la temperatura con el tiempo cuando ésta cruza el origen. (Adaptado a partir de
Purcell et. al., 2007, p. 651).
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40. Se llena con agua un tanque de forma cilindrica de modo que, en cierto instante, la altura es de 7 m
y aumenta a razén de 0.5 m/min, mientras que el radio es de 2 m y aumenta a razén de 0.2 m/min.
¢Qué tan rapido aumenta el volumen en ese instante? (Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 651).

41. La presion de un mol de un gas contenido en un recipiente se incrementa a una tasa de 0.02 kPa/s
y la temperatura aumenta a una tasa de 0.01 K/s. Considera la ecuacion PV = 8.31T para encontrar la
tasa de cambio del volumen con respecto al tiempo (en litros por segundo, L/s), cuando la presion es
15 kPa y la temperatura es 120 K. (Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 959).

42. Calcula la derivada direccional de f(x,y,z) = x?z + 2y3 en el punto P = (1,1,2) en la direccion
del vector v = (%% 0). (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 154).

43. Calcula la derivada direccional de f(x,y,z) = e ™** + y enel punto P = (1,1,1) en la direccion del
vector v = (1,—1,1). (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 154).

44, Encuentra una ecuacion del plano tangente al elipsoide x? + 4y? + z? = 25 en el punto (0,2,3).
(Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 968).

45. Encuentra una ecuacion del plano tangente al paraboloide hiperbélico z = x? — y2 en el punto
(2,—-1,3).
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Capitulo 4. Derivadas de Orden Superior

Esta unidad inicia con un breve repaso del célculo de las derivadas ordinarias de orden superior
de funciones reales de una variable, para posteriormente enfocar la atencion en el calculo de las derivadas
parciales de orden superior de funciones reales de varias variables, a través de ejemplos resueltos. Para
el caso particular de las funciones reales de dos variables, se generalizara la teoria correspondiente a
valores méaximos y minimos (absolutos y locales), puntos criticos, el Criterio de la Segunda Derivada y
problemas de optimizacion, estudiada en el curso previo de Céalculo de una Variable.

4.1 Ejemplos de derivadas de orden superior, usando las formulas de derivacion

A continuacion, se muestran ejemplos de funciones reales de una variable, esto es, funciones de la forma

f:R = R, donde en primer lugar se calcula su derivada ordinaria de primer orden, la cual se denota por
, df d . ., p - . . . .
f’, é , d—z, siempre que la funcion esté definida por la ecuacion y = f(x). Después se deriva la derivada
de primer orden para obtener lo que se conoce como la derivada de segundo orden de la funcién original,
., d*f d? . . : .
que se denota por f”, d—x’; : d—xZ. Analogamente, al derivar la derivada de segundo orden se obtiene la
. - . ., d3f dd -
derivada de tercer orden de la funcion original, denotada por f, d—é , d—g. En general, la derivada de

orden n de una funcidn real de una variable definida por y = f(x) se obtiene al derivar la derivada de

orden n — 1y se denota por f ™, % , ZT:' De este modo, las derivadas de orden superior de la funcién
f estan definidas por:

a*f _ d (df .

et (dx) (derivada de segundo orden)

@ _ d (¢ i

= o (de) (derivada de tercer orden)

ary _ 4 (d"_lf ) (derivada de orden n)

dx™  dx \dx"1
Ejemplos
1. Sea f(x) = 2x3 — 4x? + 5x — 3, entonces sus derivadas ordinarias de primer orden y de orden

superior son las siguientes:

f(x) =6x%—8x+5 (derivada de primer orden)



f(x)=12x —8

£7(20) = 12
f& ) =0

O bien:

% =6x2—8x+5

LS —12x -8
dx?

(derivada de segundo orden)
(derivada de tercer orden)

(derivada de cuarto orden)

(derivada de primer orden)

(derivada de segundo orden)
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3
Z—x’; =12 (derivada de tercer orden)
a*f .
= 0 (derivada de cuarto orden)
Maés aun, la derivada de orden n paran > 4 esta dada por f™(x) =0 o
2. Si g(y) = sen(y — 5), entonces sus derivadas de primer orden y de orden superior (hasta quinto

orden) son las mostradas a continuacion:

g’ (y) = cos(y — 5)

9" (y) = —sen(y — 5)
9" (y) = —cos(y — 5)
g™ (y) = sen(y — 5)

9P () = cos(y — 5)

O bien:
dg _
o= cos(y — 5)

d’g _ _
o7 = sen(y — 5)

d3

9 - —_
o = cos(y —5)

4

d*g _
ot sen(y —5)

i

d5g

o5 = cos(y — 5)

(derivada de primer orden)
(derivada de segundo orden)
(derivada de tercer orden)
(derivada de cuarto orden)

(derivada de quinto orden)

(derivada de primer orden)

(derivada de segundo orden)

(derivada de tercer orden)

(derivada de cuarto orden)

(derivada de quinto orden)

3. Sih(t) = et“+1 entonces sus derivadas de primer orden y de orden superior (hasta cuarto orden)

son las siguientes:

2t = 2tet*+1
at

d%h

L0 _ gp2et?+1 4 ppt?+1

dt?

(derivada de primer orden)

(derivada de segundo orden)
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% = 8t3e!"*1 4+ 12tet’+? (derivada de tercer orden)
% = 16t*et™*1 4 48t2et°+1 4 12¢t°*1  (derivada de cuarto orden)

Notese que a partir de la derivada de segundo orden de la funcidn h, para su calculo es necesario
utilizar la regla para derivar un producto. El calculo detallado de la derivada de segundo orden de h se
presenta a continuacion:

ZZT’; = :t (‘;’:) [2tet2+1] =2t [ R d —[2t]

= (2t)(2tet" 1) + (et**1)(2)
— 4t2pt?+1 4 Dpt?+1
A partir de este momento se analizaran ejemplos de funciones reales de varias variables.

Si f es una funcion real de dos variables, f:R? — R, donde dichas variables son x y y, sus

: . . . af
derivadas parciales de primer orden son funciones que se denotan por % y é. Luego, cada una de estas

funciones se derivan nuevamente respecto de las variables x y y, para obtener las cuatro derivadas
parciales de segundo orden de f, que se definen de la siguiente manera:

2% _ i(a_f)
dx2 ~ 9x \ox
27 _ 2 (1)
ay> 9y \dy
=5 (50)
dyox - dy \ox
=5 ()
dxdy T ox ay

92 . . . . . .
Donde —’; se obtiene de derivar parcialmente con respecto a x a la derivada parcial de primer
of 9*f

orden o' 377 > se obtiene de derivar parcialmente con respecto a y a la derivada parcial de primer orden

af @

af 3 af se obtiene al derivar la funC|on oF  respecto de lavariable y y se obtiene al derivar la funcién
f 2f 0% f

respecto de la variable x. Ademas, Yoo 3 Se conocen como derlvadas parciales mixtas.

0yox

a%f 62f 62f a%f

_ 3
4, Sea f(x,y) = 5x* — 7y3. Halla— 9x2' 9y?' ayox > 0xdy

Solucion:

Las derivadas parciales de primer orden son Z—ﬁ(x, y) =10x y Z—f/(x, y) = —21y?, para todo

(x,y) € R2. Si se considera primero la derivada parcial de f con respecto a la variable x, Z—ﬁ(x, y) =

2

dyox , COMO se muestra a

10x, a partir de ésta se calculan las derivadas parciales de segundo orden 2Z ) y
continuacion.
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Derivando parcialmente a Z—ﬁ (x,y) = 10x con respecto a x:
O (xyy = 2 (U
Ly =2(Ze)
7]
= a (1OX)
=10
af

Derivando parcialmente a -~ (x,¥) = 10x con respecto a y:

p

2f p vy = 2 (Y
W(X»J’) - ay<6x (X»J’)>

Si se considera ahora la derivada parcial de f con respecto a la variable y, g—i (x,y) = —21y?,de

0%f L. . .
P como se indica a continuacion.

, . . . 92
ésta se obtienen las derivadas parciales de segundo orden B_y]; xy

Derivando parcialmente a Z_; (x,y) = —21y? con respecto a y:
2 ey = 2 (2
37 (x,y) = 3y <ay (x, }’)>

— 9 (9142
=5, (=21y%)
= —42y

Derivando parcialmente a Z—’; (x,y) = —21y? con respecto a x:

o oy (o
dxdy (x' y) T ax <6y (x' y)>

_ 90 2
= - (=21y%)

=0
En resumen, se tiene lo siguiente:
s —9 (o -9 -
Ly =5 (Z @)= £ 0o =10
of _
a(x;Y) - 10x

5]

o . _ o (or RPN
2Ly =2 (ax x, y)) = 2100 =0
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o*f —o|ef — 0 912y = _
ayz (x;}’)—ay<ay(x»}’)>—ay( 21}’ )_ 42y

I

of _ 2
ay(xry) - 21y

d%f of _ 0, 2y —
oy B V) = ax<ay( y))—ax( 21y®) =0
0*f 9% 9%*f 9%

— 5.,2
5. Sea f(x,y) = 3x°y? + 2xy*. Hallaa 2" 3y2' dyox > 9xdy’

Solucion:

En este caso, a—f(x y) = 15x*y? 4+ 2y* ya—f(x y) = 6x°y + 8xy3, paratodo (x,y) € ]RZ son

las derivadas parciales de primer orden de la funcidn. Las derivadas parciales de segundo orden y

aa_; se obtienen derivando parcialmente a — (x y) = 15x*y? + 2y*, con respecto a x y con respecto a

y, COMO Se muestra a continuacion.

Derivando parcialmente a Z—Z (x,y) = 15x*y? + 2y* con respecto a x:
o°f _9 (o
L =2 (Lay)
_ 9 4,2 4
—6x(15x ye + 2y%)
= 60x3y?
Derivando parcialmente a Z—Z (x,y) = 15x*y? + 2y* con respecto a y:

L =2 (L)

dyox

2
=% (15x*y? + 2y*)
= 30x*y + 8y3

De manera semejante, las derivadas parciales de segundo orden y — se obtienen derivando

parcialmente a — (x y) = 6x°y + 8xy3 con respectoay y con respecto ax, procedlendo de la siguiente
manera.

Derivando parcialmente a — (x y) = 6x°y + 8xy> con respecto a y:

s 0y =2 (2
W(XJY) - ay<ay(x:3’)>

_ 9 (c.5 3
—ay(6x y + 8xy?)

= 6x°+24xy?



Derivando parcialmente a Z—fl (x,y) = 6x°y + 8xy3 con respecto a x:

f ) = 2 (2
dxdy (x' y) T ox <6y (X, y)>
_ 0 5 3
—ax(6x y + 8xy°)

= 30x*y + 8y3

En resumen:

92 d (0 0
Ly =2 (L) = £ asxtyt +2y%)

= 60x3y?
]
—a£ (x,y) = 15x*y? + 2y*

= 30x*y + 8y3

o2f o (of P)
a—yz(xJ’) = 5(@ (X.Y)> = 5(6965}’ + 8xy?)

= 6x°+24xy?
Z—f} (x,y) = 6x°y + 8xy3

= 30x*y + 8y3

_ _ o°r 0*f 0°f \, O°f
6. Sea f(x,y) = cos(x — 2y). Halla 2% 552" ayox Y a0y’

Solucion:

a*f _ 0 (or _ 90 4.2 4
L0y =2 (L @) = Asxty? +2yY

0%f =2 =2 (6x5 3
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En este caso, g—i (x,y) = —sen(x — 2y)y Z—’yf (x,y) = 2sen(x — 2y), paratodo (x,y) € R?. Las

derivadas parciales de segundo orden se calculan como se indica a continuacion.

Derivando parcialmente a Z—i (x,y) = —sen(x — 2y) con respecto a x:
O*f —9 (o
Ly =2(Ze)
2
= (—sen(x — Zy))
= —cos(x — 2y)

Derivando parcialmente a Z—£ (x,y) = —sen(x — 2y) con respecto a y:

L = (Zwy)

dyox
= aa_y (—sen(x - 2y))

= 2cos(x — 2y)
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Derivando parcialmente a Z—fl (x,y) = 2sen(x — 2y) con respecto a y:
% ey = 2 (2
ﬁ(xry) - ay <6y (ny)>

= ('ja_y (ZSen(x — Zy))
= —4cos(x — 2y)

Derivando parcialmente a Z—i (x,y) = 2sen(x — 2y) con respecto a x:
aa:—a’; (xy) =+ <3—§ (x, y))
= % (2sen(x — 2y))
= 2cos(x — 2y)
De manera resumida, se tiene lo siguiente:

/ = —cos(x — 2y)
\

af _ _
a(x,y)— sen(x — 2y)

=5 (Z—ﬁ (x, y)) = 5, (-sen(x = 2y))

= 2cos(x — 2y)

01 9 -9 _
a—yz(x,y) =3 <ay (x, y)) =% (ZSen(x Zy))
= —4cos(x — 2y)
d
é (x,y) = 2sen(x — 2y)

1 ) = az(g_f; x y)> = 2 (25en(x - 29))

oxdy
= 2cos(x — 2y)

a%f 9% 9%f a%f

7. Seaf(xy) = sen(xy).Hallag=, 75, -y 5 -

Solucion:

Las derivadas parciales de primer orden de f son Z—£ (x,y) = ycos(xy) y Z—£ (x,y) = xcos(xy),
para todo (x,y) € R2.



Luego:
0%f o [of )
L) =2 (L) = = (eostx)

7 = —yZsen(xy)

d
L (x,y) = yeos(xy)

ai;z;x Ce,y) = aa_y (Z—i (x, )0) = % (ycos(xy))

= —xysen(xy) + cos(xy)

0°f 9 (3 Ch
a_yz (x) }’) - ay (ay (X, }’)> - Ay (XCOS(xy))
= —x?%sen(xy)
oL (x,y) = xcos(xy)

dxdy

o2f (x,y) = %(S_f] (x, y)> = ;_x(xcos(xy))
= —xysen(xy) + cos(xy)

o%r 9°r 9% |, 9°F
0x2' 9y?’ dyox 7 9xdy’

8. Sea f(x,y) = sen’xcosy. Halla

Solucioén:
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Las derivadas parciales de primer orden de f son Z—Z (x,y) = 2senxcosxcosy = sen(2x)cosyy

Z—;(x, y) = —sen?xseny, para todo (x,y) € R?, donde en la derivada parcial de f con respecto a la

variable x se esta haciendo uso de la identidad trigonométrica sen(2u) = 2senucosu, con la finalidad

de facilitar el calculo de las derivadas parciales de segundo orden que se obtienen a partir de ésta.

Luego:
a2 2 (a ]
# (x,y) = P (é (x, y)) = (sen(2x)cosy)
= 2cos(2x)cosy
Z—£ (x,y) = 2senxcosxcosy
= sen(2x)cosy
a2 2 (o ]
ayafx (x,y) = 3y (é (x, y)) = % (sen(2x)cosy)
= —sen(2x)seny
a2 a(a ]
6_3/]; uy) =5 (é (x, y)) =3 (—sen?xseny)
= —sen’xcosy
Z—;(x, y) = —sen’xseny

T~

= —2senxcosxseny
= —sen(2x)seny

o’ f N _ 0 2
dx0y (x' y) T ox <6y (X, _'Y)) T ox ( sen xseny)
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. . . 02 P
Donde en el calculo de la derivada parcial de segundo orden ﬁ nuevamente se ocupd la

identidad sen(2u) = 2senucosu.

Notese que en los ejemplos 4, 5, 6, 7 'y 8, las derivadas parciales mixtas son iguales:

0% f B 0% f
dydx  0xdy

Consideremos ahora que f es una funcion real de tres variables, f:R3® — R, donde dichas
variables son x, y y z, entonces sus derivadas parciales de primer orden son funciones que se denotan

of @ d . : .
por %, % é. Luego, cada una de estas funciones se derivan nuevamente respecto de las variables x,

Y'Y z, para obtener las derivadas parciales de segundo y tercer orden de £, algunas de las cuales se definen
de la siguiente manera:

"jz_f_i(a_f) 0%f _i("’_f) "’Zf_i(a_f) azf_i(a_f) azf_i(a_f) "’zf_i(a_f)

dyox - dy \0x oxdy T oax ay dz8x 8z \9x 9xdz  9x \dz d0yoz o oy \oz/) ' 9zdy T oz ay
3f _6(62f) 3f _6(62/‘)
0zaydx 8z \dydx/) ' dxdydz  9x \dydz

o*f 0*f  9*f  9*f  9*f O*f a%f a%f

= XY _

9. Sea f(x,y,z) =e xinz. Halla 0ydx ' 0xdy ' 0zdx ' 0xdz' 0ydz ' 0zdy ' 0z0ydx y 0x0ydz '
(Adaptado a partir de Larson et. al., 1996, p. 1131).

Solucion:

Las derivadas parciales de primer orden de f son Z—i (x,y,2z) = ye™¥ — Inz, Z—; (x,y,2z) = xe*¥

a . :
y a—’; (x,y,z) = — g para todo (x,y,z) € R3 tal que z > 0. Luego, se calculan las derivadas parciales de
segundo orden, como se indica a continuacion.

Derivando parcialmente a Z—Z (x,y,z) = ye*¥ — Inz con respecto a y:

a%f
dyox

0

9,2 =2 (L)

— 90 (vexy _
= % (ye Inz)
= xye™ + eV

. : a
Derivando parcialmente a é (x,y,z) = ye* — Inz con respecto a z:

os _o(u
0z0x (x' Y Z) 8z (6x (X, Y Z))

= aa_z (ye™ —Inz)

. . a
Derivando parcialmente a é (x,y,z) = xe* con respecto a x:

i _o (o
m(x,y,z) = 9% (ay (x,y,z))
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. . a
Derivando parcialmente a é (x,y,z) = xe* con respecto a z:

Layn=2 (’;(x,y,z))

_ i xy
> (xe™)

Derivando parcialmente a — (x y,z) =—= con respecto a x:

92 a (of
s (YD) = o (a .y, Z))

. : ) x
Derivando parcialmente a é (x,y,z) = — — con respecto a y:

oLy = (L wyn)

Posteriormente, para calcular las derivadas parciales de tercer orden, se procede como se muestra
a continuacion.

Derivando parcialmente a (x y,z) = xye*¥ + e*¥ con respecto a z:

3f _ i 9%f 3 i . o
0z0yodx (X, '’ Z) T oz <6yax (X, Y Z)> T oz (xye te ) =0
Derivando parcialmente a (x y,z) = 0 con respecto a x:

32 =2 (2L ey = 2@ =0
0xdyoz 2L dx \ 0yoz Y

En resumen, se tiene lo siguiente:

a (of a
= xye*¥ + e

of — veXV —
™ (x,y,z) =ye Inz

o%r _ 0 (or 0wy
0z0x (x' Y Z) ~ 9z (6x (x' Y Z)) = %z (ye an)

1

zZ
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a X
6x6y(x Y.z )_5< (x, y,Z)>——x(xe )

= xye*¥ + e*V

of — XY
% (x,y,z) = xe

/

_ 9 (or _ 0 xy
azay (x Y,z ) 0z <8y (x' Vs Z)> T oz (xe )
=0

6xaz(x Y,z )_6x(l;(x'y'z)>=6a_x(_§)
/ =_§
\A

of - _x
6z(x'y'z)_ z

aya( Yz )_ (l;(x'y’z)>=%(_§)
=0

(x y,z) =xye® +e* —»

o’f _ o (9% _
ayax azayax (x'ylz) - 9z <ayax (x;y; Z)) - 0

2T (x,y,2) =0 —

a3f _ 0
Axdydz (X;Y;Z) - dx <aya (x y;Z)>

Notese que, en el ejemplo 9, las derivas parciales mixtas que dependen de las mismas variables
son iguales:

6y6

o2f _ 9%f 92f _ 9%f o2f _ 3%f 3fr _ o3f
dydx  dxdy ' 9zdx 09xdz' dydz  9zdy y 9z0ydx  9xdydz

En general, una funcion f: R™ — R cuyas derivadas parciales de orden n son continuas satisface
el hecho de que sus derivadas parciales mixtas que dependen de las mismas variables son iguales. Dichas
funciones reciben el nombre de funciones de clase C™ y en esta unidad se centrara la atencion en este
tipo de funciones.

4.2 Maximos y minimos

Una vez que se ha revisado como llevar a cabo el calculo de las derivadas parciales de orden superior de
una funcidn real de varias variables, se esta en condiciones de establecer la teoria de maximos y minimos
para las funciones reales de dos variables, enfatizando en el Criterio de la Segunda Derivada y su
aplicacion.

4.2.1 Definicion de méaximo absoluto y maximo local
Sean f:R? - R una funcién cualquiera y (a, b) € Domf.

(@) Si f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf, entonces f tiene un maximo absoluto en (a, b) y
suvalores f(a,b).

(b) Si f(x,y) < f(a, b) para todo (x,y) en alguna vecindad del punto (a, b), entonces f tiene un
maximo local en (a, b) y su valor es f(a, b).

En palabras mas simples: EI maximo absoluto de una funcion es el valor méas grande que puede
tomar la funcion dentro de todo su dominio; mientras que, un maximo local de una funcion es el valor
mas grande que puede tomar la funcion dentro de un subconjunto de su dominio que contiene al punto
donde se alcanza dicho mé&ximo local.



161
4.2.2 Definicion de minimo absoluto y minimo local
Sean f:R? - R una funcién cualquieray (a, b) € Domf.

(@) Si f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf, entonces f tiene un minimo absoluto en (a, b) y
su valores f(a,b).

(b) Si f(a,b) < f(x,y) para todo (x,y) en alguna vecindad del punto (a, b), entonces f tiene un
minimo local en (a, b) y su valor es f(a, b).

En palabras mas simples: EI minimo absoluto de una funcién es el valor mas pequefio que puede
tomar la funcion dentro de todo su dominio; mientras que, un minimo local de una funcion es el valor
maés pequefio que puede tomar la funcion dentro de un subconjunto de su dominio que contiene al punto
donde se alcanza dicho minimo local.

Nota

Se dice que f tiene un extremo (absoluto o local) en (a, b) si f alcanza un méximo o un minimo (absoluto
o local) en (a, b).

4.2.3 Definicion de punto critico

Sean f:R? - R una funcion cualquiera 'y (a, b) € Domf. Se dice que (a, b) es un punto critico de f si
se cumple alguna de las siguientes condiciones:

i) ZLa@n=0yZLa@n-=o.
.. of of .
(i) a(a, b) o 5(@ b) no existe.

En esta definicion es un requisito indispensable que (a, b) € Domf’; por lo cual, en el célculo de
los puntos criticos de una funcion se sugiere establecer primero su dominio.

Teorema: Sea f: R? - R una funcién diferenciable en (a, b) € Domf. Si f tiene un extremo local en

af _ of _
(a,b), entonces a(a, b)=0y % (a,b) = 0.

Es decir, (a, b) es un punto critico de f. De este modo, en la practica, los extremos de f se buscan
en sus puntos criticos.

4.2.4 Ejemplos sobre maximos y minimos absolutos de funciones f: R2 - R
Para cada una de las siguientes funciones realiza lo que se pide a continuacion.
@ Encuentra sus puntos criticos.

(b) Determina si en los puntos criticos encontrados en (a) la funcién alcanza un maximo o un minimo
absoluto.

1 f(x,y) =x% + y?
2. f(x,y) =16 —x? — y?
3.f(x,y)=x*+y?+2x—4y +8

4. f(x,y) =y* —x?
(Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 991, y de Stewart, 1999, p. 974).
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Solucién:
L fly)=x*+y?
€)) Primero se buscan los puntos criticos de f, para lo que se propone (a, b) € Domf cualquiera,

donde Domf = RR2. Si (a, b) es un punto critico de £, entonces se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

i) La@n=0yZLa@n-=o.
o of of .
(i) E(a' b) o 5(@ b) no existe.

Sin embargo, la segunda condicién queda descartada debido a que las dos derivadas parciales de
primer orden de f existen en cualquier punto de su dominio, es decir, g—i (a,b) y g—f] (a, b) existen para
todo (a, b) € Domf’; puesto que:

af _ of _
o oY) =2xy --(ny) =2y

para todo (x,y) € R2. De este modo, se restringe la busqueda de los puntos criticos a aquellos que
satisfacen la primera condicion, de aqui que:

T(ap)=0=2a=0=a=0
%(a,b)zO:szO:sz

Por lo tanto, (a,b) = (0,0) es el Unico punto en el dominio de f tal que Z—i(a, b)=0 vy

Z—f} (a,b) = 0, esto es, (a,b) = (0,0) es el unico punto critico de f.

(b)  Ahora se procede a determinar si f alcanza un maximo o un minimo absoluto en su Unico punto
critico (a, b) = (0,0), para lo que se requiere establecer cual de las siguientes condiciones es la
que se cumple:

0] f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf, si f(a, b) es un maximo absoluto.

(i)  f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un minimo absoluto.

Donde, en este caso, f(a,b) = £(0,0) = (0)? + (0)? = 0, que se obtiene de evaluar la funcion
en su punto critico (a, b) = (0,0).

Como se tiene que
0 < x? + y? paratodo (x,y) € R?
= (0,0) < f(x,y) paratodo (x,y) € R?
= f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf

Se concluye que f alcanza un minimo absoluto en su Unico punto critico (0,0) y el valor del
minimo absoluto es £(0,0) = 0. Ver la gréafica en la figura 4.1.
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Figura 4.1 El punto minimo absoluto de f(x,y) = x2 + y2 es el (0,0,0)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

2. flx,y) =16 —x? — y?

@ Se buscan los puntos criticos de f, para lo que se sugiere establecer primero el dominio de la
funcion, que es Domf = {(x,y) € R?|16 — x? — y2 > 0}. Si (a, b) € Domf es un punto critico
de f, entonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

: of _ of _
(l) a(a,b) =0y 2y (a, b) = 0.
. of of :

(i) a(a, b) o E(a, b) no existe.

Donde g—i(x, y)=— ad 4 — para todo (x,y) € R? tal que

_x 9f -y
= Y 5OV =T

16 — x2 —y? > 0. Si (a, b) satisface la condicion (i), entonces:

or — 0= — 0= g =
dx (a; b) 0 To—a2_b2 0 a =
or 0= ——l 0= p=
oy (@b) =0 e 020D =

donde (a,b) € R? debe ser tal que 16 — a? — b? > 0 para que ambas derivadas parciales de primer
orden estén definidas. De aqui que, (a, b) = (0,0) es el Unico punto critico de f tal que g—i(a, b)=0y

Z—f’ (a,b) = 0. En efecto, al evaluar las derivadas parciales en (0,0):

of -9 _9_
dx (0,0) = Vi6-02-0Z2 2 0
9f -9 _0_
dy (0,0) = V16-02-02 2 0

Por otro lado, (a, b) satisface la condicion (ii) si y sélo si es tal que 16 — a? — b? = 0, puesto

que: a—f(a b) = ————— vy a—f(a b) = ——2 o existen (se indefinen) en aquellos
Tax V16-a2-bp2 ay - V16—a2-b2

(a,b) € R? tales que 16 — a? — b? = 0.
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Por ejemplo, evaluando las dos derivadas parciales de primer orden en (a, b) = (0,4) se tiene que:

of _ 0 ___ 0 o
dx (0.4) = J16-(0)2—(4)2  V16-16 0
of _ 4 _ 4 4
ay 0.4) = J16-(0)2—(4)2  V16-16 0

no existen; lo mismo ocurre en otros puntos como (0, —4), (4,0), (—4,0), (V8,V8), etc. Graficamente,
este tipo de puntos criticos se encuentran ubicados en el plano xy sobre la circunferencia de ecuacion
x% + y? = 16 (ver la figura 4.2).

Ademas, se descartan los puntos (a, b) € R? tales que 16 — a? — b? < 0, como posibles puntos
criticos, debido a que indefinen no sélo a las derivadas parciales de primer orden sino a la funcion misma,
esto es, no son elementos del dominio de la  funcidon; por  ejemplo,
(0,-5),(4.5,0),(=7,0),(3.5,4),(3,—4.6),(8,8).

En resumen, los puntos criticos de f son (0,0) y los pares ordenados de la forma (a, b) € R? tales
que 16 — a? — b2 = 0.

(b) Para determinar si f alcanza un méximo o un minimo absoluto en cada uno de sus puntos criticos
(a,b) = (0,0) y (a,b) € R? tal que 16 —a? — b? =0, se requiere establecer cual de las
siguientes condiciones es la que se cumple:

Q) f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un maximo absoluto.

(i)  f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un minimo absoluto.

Donde, f(0,0) =vV16 —02—-02 =4y f(a,b) =V16 —a? — b2 = 0 para (a, b) € R? tal que

16 — a? — b? = 0. Luego, si se considera el primer punto critico (a, b) = (0,0), se tiene que:
J16 —x2 — y2 < 4 paratodo (x,y) € R? tal que 16 — x2 — y2 > 0
= f(x,y) < £(0,0) paratodo (x,y) € R? tal que 16 — x2 — y2 > 0
= f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf
Es decir, f alcanza un méximo absoluto en (0,0) y su valor es £(0,0) = 4.
Si se considera ahora cualquier punto critico (a, b) € R? tal que 16 — a? — b? = 0, entonces:
0 < /16 — x2 — y2, paratodo (x,y) € R? tal que 16 — x2 — y2 > 0
= f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf

Esto es, f alcanza un minimo absoluto en cada punto (a, b) € R? que satisface 16 — a? — b% =
0y el valor del minimo absoluto es f(a, b) = 0. Ver la gréafica en la figura 4.2.
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Figura 4.2 El punto méaximo absoluto de f(x,y) = /16 — x2 — yZ es el (0,0,4) y los minimos
absolutos son los puntos sobre la circunferencia de ecuacion
x> +y%2=16

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

3. fle,y) =x>+y2+2x —4y+8
@ Se buscan los puntos criticos de f, para lo que se sugiere establecer primero el dominio de la

funcion, que es Domf = R2. Si (a, b) € Domf es un punto critico de f, entonces se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

: of _ of _
(I) a(a,b) =0 Yy 3y (a, b) = 0.
. af of :

(i) a(a, b) o a(a, b) no existe.

Donde g—i(x, y)=2x+2 Yy %(x, y) = 2y — 4, para todo (x,y) € R?; es decir, ambas

derivadas parciales de primer orden estan bien definidas en todo el dominio de la funcion. En
consecuencia, no existen puntos criticos que satisfagan la condicion (ii) y la busqueda de los puntos
criticos se restringe a aquellos que satisfacen la condicion (i); esto es:

g—i(a,b)=0=2a+2=0=>a=—1
Z—i(a,b)=0=2b—4=0=>b=2

Por lo tanto, (a,b) = (—1,2) es el Gnico punto en el dominio de f tal que %(a, b)=0 vy
Z—£ (a,b) = 0; de hecho, (a,b) = (—1,2) es el unico punto critico de f.

(b)  Paradeterminar si f alcanza un maximo o un minimo absoluto en su Unico punto critico (a, b) =
(—1,2), se requiere establecer cual de las siguientes condiciones es la que se cumple:

(i) f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un maximo absoluto.
(i)  f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf,si f(a,b) es un minimo absoluto.

Donde f(a,b) = f(—1,2) = (—1)? + (2)? + 2(—1) — 4(2) + 8 = 3, que se obtiene de evaluar
la funcién en su punto critico (a,b) = (—1,2). Ademas, se requiere expresar de una forma mas
conveniente a la funcién f para poder compararla con el valor obtenido f(—1,2) = 3y, de este modo,
determinar si dicho valor es el mas grande o el més pequefio que toma f en todo su dominio; para esto,
se procede a completar cuadrados, tal como se muestra a continuacion:
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fO,y)=x*+y*+2x—4y+8
=(x*+2x)+(y*—4y)+8
=(x*+2x+ 1D+ @*-4y+4)+8-1-4
=(x+1D*+ @ —-2)*+3

Es decir, f(x,y) = (x + 1)2 + (y — 2)? + 3 paratodo (x,y) € R2.

Como se tiene que
3<(x+1)?%+ (y—2)%+ 3paratodo (x,y) € R?
= f(—1,2) < f(x,y) paratodo (x,y) € R?
= f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf

Se concluye que f alcanza un minimo absoluto en su Unico punto critico (—1,2) y el valor del
minimo absoluto es f(—1,2) = 3. Ver la grafica en la figura 4.3.

Figura 4.3 El punto minimo absoluto de f(x,y) = x? + y? + 2x — 4y + 8 esel (—1,2,3)

Fuente: Elaboracién Propia con GeoGebra 3D
4, flx,y) = y? — x?

@ Se buscan los puntos criticos de f, para lo que se sugiere establecer primero el dominio de la
funcion que, nuevamente, es Domf = R2. Si (a,b) € Domf es un punto critico de f, entonces
satisface alguna de las siguientes condiciones:

i) Z@n=0yZLan=o.
o of of ]
(i) E(a' b) o E(a’ b) no existe.

Donde g—i(x, y)=—-2x Y g_f,(x' y) = 2y, para todo (x,y) € R?; es decir, ambas derivadas

parciales de primer orden estan bien definidas en todo el dominio de la funcion. En consecuencia, no
existen puntos criticos que satisfagan la segunda condicion y la busqueda de los puntos criticos se
restringe a aquellos que satisfacen Unicamente la primera; esto es:
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J(ab)=0=-2a=0=a=0
Z—i(a,b)=0=2b=O=b=O

Por lo tanto, (a,b) = (0,0) es el Unico punto en el dominio de f tal que Z—i(a, b)=0 vy

Z—£ (a,b) = 0; esto es, (a, b) = (0,0) es el Unico punto critico de f.

(b)  Ahora se procede a determinar si f alcanza un maximo o un minimo absoluto en su Unico punto
critico (a, b) = (0,0), para lo que se requiere establecer cuél de las siguientes condiciones es la
que se cumple:

Q) f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un maximo absoluto.

(i)  f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf, si f(a, b) es un minimo absoluto.

Donde f(a,b) = £(0,0) = (0)2 — (0)? = 0, que se obtiene de evaluar la funcién f(x,y) =
y? — x?2 en su Unico punto critico (a, b) = (0,0).

Como se tiene que
0 < y? paratodo (0,y) € R?
= £(0,0) < f(0,y) paratodo (0,y) € R?

Es decir, existen elementos del dominio de f, que son los puntos de la forma (0, y), en los que
los valores de la funcion £(0,y) son mayores que f(0,0) = 0. Por ejemplo, para y = 2 se tiene que
0<4=y2%

Pero también se tiene que
—x2 < 0 paratodo (x,0) € R?
= f(x,0) < £(0,0) para todo (x,0) € R?

Es decir, existen elementos del dominio de f, que son los puntos de la forma (x, 0), en los que
los valores de la funcién f(x,0) son menores que f(0,0) = 0. Por ejemplo, para x = 1 se tiene que
—x?2=-1<0.

Se concluye que f no alcanza ni un maximo ni un minimo absoluto en su Unico punto critico

(0,0); o bien, que el valor £(0,0) = 0 no es ni maximo ni minimo. En la siguiente seccidn se vera que a
este tipo de puntos criticos se les conoce como puntos silla. Ver la figura 4.4.
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Figura 4.4 Para la funcion f (x,y) = y? — x2, el punto (0,0,0) no es ni maximo ni minimo
absoluto

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

A continuacion, se enunciara el criterio que permite determinar los maximos y minimos locales
de una funcién real en dos variables, que es el Criterio de la Segunda Derivada.

4.2.5 Criterio de la segunda derivada

Sean f:R? - R una funcion cuyas derivadas parciales de primer y segundo orden son continuas (es
decir, f es de clase C?) y (a,b) € Domf tales que Z—i(a, b)=0 vy g—i(a, b) = 0. Si se define

2
_ (2 Pr ) = (22 ene lo siquiente.
D= <ax2 (a, b)) (6y2 (a, b)) <6x6y (a, b)) entonces se tiene lo siguiente:

Q) f tiene un méaximo local en (a,b) siD > 0 yg (a,b) < 0.

(i) f tiene un minimo local en (a,b) siD > 0 yg%’;(a, b) > 0.

(iii) £ no tiene ni m&ximo ni minimo en (a, b) si D < 0. Ademas, se dice que (a, b) es un punto silla
de f; es decir, (a, b) es un punto critico de f tal que f(a, b) no es un extremo de f.

(iv)  El criterio falla si D = 0. En este caso, se utiliza de manera directa la definicién de maximo o
minimo absoluto.

Nota

2 2
Si en los incisos (i) y (ii) del Criterio de la Segunda Derivada se reemplaza ZTZ (a, b) por 27’; (a,b), las
conclusiones en dichos incisos no se ven afectadas. Esto es:

2
Q) f tiene un méaximo local en (a,b) siD > 0 yZTZ(a, b) < 0.
.. . ;. . 0%f
(i) f tiene un minimo local en (a,b) siD > 0 ya—yz(a, b) > 0.

. 9%f _ 0 . - )
Ademas, 9oy (a,b) = o (a, b) debido a que la funcién f es de clase C~.
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4.2.6 Ejemplos sobre maximos y minimos locales de funciones f: R2 — R, usando el criterio de la
segunda derivada

Para cada una de las siguientes funciones realiza lo que se pide a continuacion.
@ Encuentra sus puntos criticos.

(b) Determina si en los puntos criticos encontrados en (a) la funcién alcanza un maximo o un minimo
local o se trata de un punto silla, utilizando el Criterio de la Segunda Derivada.

1 f(x,y) =x*+y%—xy
2.f(x,y) =x*—y* +xy
3. f(x,y) =2x* +y2 —x% =2y
4. f(x,y) =x*+y*—4xy +1
5. f(x,y) = x% + y? + 2xy
6. f(x,y) = xseny
(Adaptado a partir de Leithold, 1998, p. 994, de Marsden y Tromba, 1991, p. 262, y de Stewart, 1999, p.
975).
Solucion:
1. flx,y) =x2+y%—xy
@) Se buscan los puntos criticos de f, para lo cual se establece primero su dominio que, en este caso,

es Domf = R2. Si (a,b) € Domf es un punto critico de f, entonces satisface alguna de las
siguientes condiciones:

i) ZLan=0yZLa@n-=o
- of of ]
(i) a(a, b) o 5(a, b) no existe.

Donde Z—ﬁ(x, y)=2x—y Yy g—i(x,y) = 2y —x, para todo (x,y) € R?; es decir, ambas

derivadas parciales de primer orden estan bien definidas en todo el dominio de la funcién. De este modo,
no existen puntos criticos que satisfagan la condicién (ii) y la busqueda de los puntos criticos se restringe
a aquellos que satisfacen Gnicamente la condicion (i); esto es:

of _ .
—ax(a,b)—O=>2a b=0
of _ o
—ay(a,b)—O=>2b a=0

Es decir, se llega a un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, a y b, que se puede
resolver por alguno de los métodos basicos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, que son:
suma y resta o eliminacion, sustitucion e igualacion. En efecto, acomodando y “etiquetando” las
ecuaciones del sistema anterior, se tiene que:
2a—b=0--(1)

—a+2b=0--(2)

Multiplicando por 2 la ecuacién (1) y sumando la ecuacion (2), se llega a lo siguiente:
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4a—2b=0
—a+2b=20
3a+0b =0
3a=0

De donde a = 0. Sustituyendo el valor de a = 0 en cualquiera de las ecuaciones originales,
resulta también que b = 0; esto es, (a, b) = (0,0) es la Gnica solucion del sistema. Por lo tanto, (a, b) =
(0,0) es el Unico punto critico de f.

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en su Unico punto
critico (a, b) = (0,0), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las derivadas
parciales de segundo orden de f, se obtiene:

Han=2 Lan=2 ZLey=-1
para todo (x,y) € R2.

En particular:
Zon=2 ZLoon=2 2ZL@©0=-1
dx2 dy? dxdy

Luego:

D = (ZZTI: (a‘ b)) <ziy]2c (a, b)) - (aa;_a]; (XOi y0)>

2
— D= <g (0,0)> (ZZT’;(O,O)) _ (;;—a’; (0,0))
S D=(2)2) = (-1)2=4-1=23

2
ComoD=3>0y %(0,0) = 2 > 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f
alcanza un minimo local en su Unico punto critico (0,0) y el valor del minimo local es £(0,0) = 0. Ver

la gréfica en la figura 4.5.

Figura 4.5 La funcion f(x,y) = x? + y? — xy alcanza un minimo local en (0,0) y vale 0

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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2. foo,y) =x*—y*+xy

@ Se buscan los puntos criticos de f dentro de su dominio que, de nuevo, es Domf = R?. Si
(a,b) € Domf esun punto critico de f, entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:

. ) F)
M ZL@p=0 yé(a,b)zo.
.. of of .

(i) a(a, b) o 5(a, b) no existe.

Donde Z—ﬁ(x, y)=2x+y Yy g—i(x, y) = —2y + x, para todo (x,y) € R?; es decir, ambas

derivadas parciales de primer orden estan bien definidas en todo el dominio de la funcion. En
consecuencia, la busqueda de los puntos criticos se restringe a aquellos que satisfacen Gnicamente la
primera condicion; esto es:

U (a,b)=0=2a+b=0
ox
Z—;(a,b)=0=>—2b+a=0

Es decir, nuevamente se llega a un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, a 'y b,
que se puede resolver por alguno de los métodos basicos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
En efecto, acomodando y “etiquetando” las ecuaciones del sistema anterior, se tiene que:
2a+b=0--(1)
a—2b=0--(2)

Multiplicando la ecuacion (1) por 2 y sumando la ecuacién (2), se llega a lo siguiente:

4a+2b =0
a—2b=20
5a+0b =0
5a =0

De donde a = 0. Sustituyendo el valor de a = 0 en cualquiera de las ecuaciones originales,
resulta también que b = 0; esto es, (a, b) = (0,0) es la Gnica solucion del sistema. Por lo tanto, (a, b) =
(0,0) es el Unico punto critico de f.

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en su Unico punto
critico (a,b) = (0,0), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las derivadas
parciales de segundo orden de f, se obtiene:

a%f a%f

g(x,y) =2 ﬁ(x,y) = -2 970y xy)=1
para todo (x,y) € R2.

En particular:
Fo0=2  2L0,0)=-2 77 (0,0) =1
dx2 dy? 0xdy
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Luego:

2
D= <37f (a, b)) (ZTf (a, b)) - (a‘l L (, b))

2
— D= (g (0,0)) <227’; (0,0)) - <% (0,0))

=D=02)(-2)-(1)?)=-4—-1=-5

Como D = —5 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f no alcanza ni un maximo
ni un minimo en su Unico punto critico (0,0); es decir, (0,0) es un punto silla de f. Ver la gréafica en la
figura 4.6.

Figura 4.6 La funcion f(x,y) = x2 — y? + xy no alcanza ni maximo ni minimo local en (0,0), sino
que es un punto silla

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
3. flx,y) =2x*+y%—x? -2y

@) Se buscan los puntos criticos de f dentro de su dominio, considerando que nuevamente es
Domf = R2. Si (a,b) € Domf es un punto critico de f, entonces satisface alguna de las
siguientes condiciones:

i of _ of _
(I) a(a,b)—o Yy ay(a,b) = 0.
.. af of .

(i) Fw (a,b) 0 E(a, b) no existe.

Donde g—i(x, y)=8x3—-2x y g—’yc(x, y) = 2y — 2, para todo (x,y) € R?; es decir, ambas

derivadas parciales de primer orden estan bien definidas en todo el dominio de la funcién. En
consecuencia, no existen puntos criticos que satisfagan la segunda condicion y la busqueda de los puntos

criticos se restringe a aquellos que satisfacen Gnicamente la primera; esto es:

9f _ 3o _
ax(a,b)—0$8a 2a =0
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af _ 9 _
S (@h)=0=2b-2=0

Resolviendo cada una de las ecuaciones anteriores, por factorizacion, se obtiene lo siguiente:
8a°—2a=0=2a(4a’*-1)=0
= 2a(2a—1)2a+1)=0

= 2a=0,2a—1=0,2a+1=0

2b—-2=0=2b-1)=0
=b—-1=0

=b=1
Por lo tanto, (0,1), (% 1) y (— % 1) son los puntos criticos de f.

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en cada uno de los
puntos criticos encontrados en (a), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las
derivadas parciales de segundo orden de f, se tiene que:

a%f
oxdy

o%r — 24x? 2*f _ _
e (x,y) = 24x 2 372 (x,y) =2 (x,y) =0

para todo (x,y) € R2.

En particular, para el primer punto critico (a, b) = (0,1):
a2 a2 92
=2(0,1) = 24(0)? — 2 = -2 ﬁ(o,n =2 ﬁ(o,l) =0

Luego:

2
D = (ZTf @ b)> <27f (@ b)) - ( L b)>

— D= <% (0,1)> (%’;(0,1)) - (% (o,1)>

=D = (=2)(2) — (0)? = —4

Como D = —4 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f no alcanza ni un maximo
ni un minimo en el punto critico (0,1); es decir, (0,1) es un punto silla de f.

Para el segundo punto critico (a, b) = G 1):

1) =24() 2= FE)=2 FEE)=0

Luego:

2
D= (ZTf a, b)> ((‘;’7’“ (a b)) — ( afafy (a, b)>
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2
== (2£(0) (3£61)) - (F5C.)
=D =(4)(12)-(0)>=38

a2 f
dx2

(%1) = 4 > 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f

, - -~ 1 1 9
alcanza un minimo local en el punto critico (5, 1) y su valores f (E’ 1) =—-

ComoD=8>0y

8

Para el tercer punto critico (a, b) = (— % 1):

w(p1)=20(-3) ~2=0 FH(-31)=2 f(-i1)=0

Luego:

D= (ZTf (a, b)) <§7f (a, b)) - (;—afy (a, b)>

=o= (32(5) (B59) (5 50)

=D =(4)(2)-(0)>*=38

2
ComoD=8>0y %(—%, 1) = 4 > 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f

9

, - - 1 ;- 1
alcanza un minimo local en el punto critico (_E’ 1) y el valor del minimo local es f (_E' 1) =—3

En resumen, la funcion f(x,y) = 2x* + y? — x? — 2y alcanza un minimo local en dos de sus
puntos criticos, G 1) y (—% 1), y el valor del minimo en ambos puntos es de —g; mientras que, el
punto critico (0,1) es un punto sillade f. Ver la figura 4.7.

Figura 4.7 La funcion f(x,y) = 2x* + y? — x? — 2y tiene dos puntos minimos locales, G 1, —g) y

1 9 .
(_E’ 1, —5), y un punto silla (0,1, —1)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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4, fl,y) =4xy —x*—y*—1

@) Si (a,b) € Domf es un punto critico de f, con Domf = R?, entonces se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

) Z@b)=0y (@b =o.

.. af of .
(i) £(a’ b) o E(a’ b) no existe.

Donde Z—’;(x, y) =4y —4x3 y Z—Jf/(x, y) = 4x — 4y3, para todo (x,y) € R?, son las derivadas

parciales de primer orden y estan bien definidas en todo el dominio de la funcion. En consecuencia, la
busqueda de los puntos criticos se restringe a aquellos que satisfacen s6lo la primera condicion; esto es:

2 (a,b) = 0= 4b — 4a® = 0
Z—’;(a,b) = 0= 4a—4b% =0

Despejando b de la primera ecuacion se obtiene b = a3. Sustituyendo el valor de b = a3 en la
segunda ecuacion y factorizando resulta lo siguiente:

4a—4b3 =0 = 4a—-4@®*=0

= 4a—4a’ =0

= —(4a° —4a) =0

= —4a(a®-1)=0

= —4a(a*-1)(a*+1) =0

= —4a(a®?-1)(@®+D@*+1)=0

= —4a(a—1(a+1)(@+1)(@*+1)=0
= —4a=0,a—-1=0,a+1=0
=a=0,a=1,a=-1

Como b = a3, entonces paraa =0, b=0; paraa=1, b =1; paraa = —1, b = —1. Por lo
tanto,(0,0), (1,1) y (—1, —1) son los puntos criticos de f.

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en cada uno de los
puntos criticos encontrados en (a), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las
derivadas parciales de segundo orden de f, se tiene que:

o%f — _1942 9 — _1oy2  9F _
e, (x,y) = —12x 272 (x,y) = —12y 30y (x,y) =4

para todo (x,y) € R?.

En particular, para el primer punto critico (a, b) = (0,0):

o°f = — 2 _ of - _ 2 _ 9%f _
P (0,0) = —-12(0)==0 357 (0,0) = —-12(0)-=0 370y (0,0) =4
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Luego:

2
D = (ng @ b)> <27f (@ b)) - (a‘l—a’; (a, b)>

== (ZZT/; (0,0)) (2272(0,0)) - (% (0,0))
= D = (0)(0) — (4)? = —16

Como D = —16 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f no alcanza ni un
maximo ni un minimo en el punto critico (0,0); es decir, (0,0) es un punto silla de f.

Para el segundo punto critico (a, b) = (1,1):
o*f - _ 2 _ _ o*f —_ 2 _ of —
(L1 = —12(1)% = 12 o5z (L) = —12(1)% = -12 Ty (LD =4

Luego:

D= (ZTf (a, b)> (ij (@ b)) - (jx L (a, b)>

2
—D= <327§(1,1)> (Z%(m)) - (;;—a’; (1,1))

= D = (—12)(-12) — (4)? = 144 — 16 = 128

2
ComoD =128>0 y%(l,l) = —12 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f

alcanza un méximo local en el punto critico (1,1) y el valor del méaximo local es f(1,1) = 1.
Para el tercer punto critico (a,b) = (—1,—1):

a%f

P 1 1Y = —19(—1)2 — _ P 1 1Y = —19(—1)2 — _
(=1,-1) = —12(=1)%? = —12 (-1-D=-12(-1?=-12 L

dx2 dy?

(-1,-1) = 4

Luego:
D= (ZTf (a, b)> <‘a’7f (@ b)) - (a‘l—a’; (a, b))

2
=D = <227’;(—1, —1)) (ZZTZ(—L —1)) - (% (-1, —1))
= D = (—12)(=12) — (4)% = 144 — 16 = 128

2
Como D=128>0 vy %(—1,—1) = —12 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda
Derivada, f alcanza un méximo local en el punto critico (—1,—1) y el valor del méximo local es

f(-1,-1) = 1.

En resumen, la funcion f(x,y) = 4xy — x* — y* — 1 alcanza un maximo local en dos de sus
puntos criticos, (1,1) y (—1, —1), y el valor del maximo en ambos puntos es de 1; mientras que, el punto
critico (0,0) es un punto silla de f. Ver la gréfica en la figura 4.8.



177

Figura 4.8 La funcion f(x,y) = 4xy — x* — y* — 1 tiene dos puntos maximos locales, (1,1,1) y
(—1,—1,1), y un punto silla (0,0, —1)

Fuente: Elaboracién Propia con GeoGebra 3D
5. flx,y) = x2+y%+ 2xy

@ Si (a, b) € Domf es un punto critico de f, con Domf = R?, entonces satisface alguna de las
siguientes condiciones:

0 Z@b=0y Z—f,(a,b) = 0.

(i) ZLab) o %(a, b) no existe.

X
parciales de primer orden y estan bien definidas en todo el dominio de la funcién. En consecuencia, sélo
existen puntos criticos que cumplen la primera condicion; esto es:

Donde Z—f(x, y)=2x+2y Yy Z—f](x, y) = 2y + 2x, para todo (x,y) € R?, son las derivadas

2 (a,p)=0=2a+2b=0
Z—Jf/(a,b)=02>2b+2a=0

De donde se obtiene la Gnica ecuacion a + b = 0, que es una ecuacion lineal en dos incognitas,
ay b, que se resuelve despejando cualquiera de sus variables. Despejando b de esta Gltima ecuacion,
resulta b = —a; es decir, la ecuacién lineal a + b = 0 tiene una infinidad de soluciones de la forma

. 1 1 11 3 V3 3 3
(a, b) tal que b = —a. Por ejemplo, (1,-1), (—1,1), (E'_E)’ (_E'E)’ (—\/Z;g) (g—g) (m, —m),
(—m,m), (7.2,—-7.2) y (—7.2,7.2) son algunas de las soluciones de dicha ecuacidn expresadas como
pares ordenados. Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacion a+ b =0 esta dado por
{(a, b) € R?|b = —a}. Este conjunto es el conjunto de puntos criticos de f. Graficamente, los puntos

criticos se encuentran ubicados en el plano xy sobre la recta de ecuacion y = —x (ver la figura 4.9).

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en los puntos criticos
encontrados en (a), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las derivadas parciales
de segundo orden de £, se obtiene:

9%f
dax0y

d%f % f 2
) =2 5y =2 (x,y) =2 paratodo (x,y) € R".

dx2
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Luego, para cualquier punto critico (a, b) de f:

2
D= (ng (@ b)) (STf (@ b)) - (:x (@ b))

=D=02)2)-(2)?2=4—-4=0

Como D = 0 entonces falla el Criterio de la Segunda Derivada y se debe utilizar la definicion de
méaximo o de minimo absoluto para poder concluir. De este modo, se requiere establecer cual de las
siguientes condiciones es la que se cumple:
Q) f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un maximo absoluto.
@iy  f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf,si f(a, b) es un minimo absoluto.

Donde, en este caso:
f(a,b) = a? + b?> + 2ab = a? + (—a)? + 2a(—a) =a*+a?—-2a?>=2a*>-2a*>=0
que se obtiene de evaluar la funcién f en cualquier punto critico (a, b) con b = —a. Ademas, se requiere
expresar de una forma mas conveniente a la funcion f para poder compararla con el valor obtenido
f(a,b) = 0y, de este modo, determinar si dicho valor es el mas grande o el mas pequefio que toma f en
todo su dominio; para esto, se procede a factorizar la funcion, la cual esta definida como un trinomio
cuadrado perfecto, tal como se muestra a continuacion:
flx,y) =x? +y% +2xy = (x + y)? paratodo (x,y) € R?

Como se tiene que
0 < (x + y)? paratodo (x,y) € R?
= f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € Domf

Se concluye que f alcanza un minimo absoluto en cada uno de sus puntos criticos (a, b) y el valor
del minimo absoluto es f(a, b) = 0. Ver la gréfica en la figura 4.9.

Figura 4.9 La funcién f(x,y) = x? + y% + 2xy alcanza su minimo absoluto en cada uno de sus
puntos criticos, ubicados sobre la recta de ecuacion y = —x

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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6. f(x,y) = xseny

@ Se buscan los puntos criticos de f dentro de su dominio que, de nuevo, es Domf = R?. Si
(a,b) € Domf esun punto critico de f, entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:

) La@n=0yZL (ab)—O
(i) af( ,b) 0 — (a b) no existe.

Donde Z_i(x' y) = seny y Z—i (x,y) = xcosy, paratodo (x,y) € R?, son las derivadas parciales

de primer orden y estan bien definidas en todo el dominio de la funcién. En consecuencia, sélo existen
puntos criticos que satisfacen la primera condicion; esto es:

of _ _

Fw (a,b) =0=5senb =0
of _ —
P (a,b) = 0= acosb =0

Resolviendo cada una de las ecuaciones anteriores:
senb=0= b =0, +m, +2r, +3mw, +4mr, +57, ...
= b = km con k cualquier nimero entero

acosb=0=>a=00cosb=0

—a=00b=+2%+3Z 43 47 42
2 2 2 2 2

= a=00b === conn un entero impar

O bien:

Qk+1)rm

a=00b= con k cualquier nimero entero

2k+1 . , . .
Se descartan los valores b = 297 ¢on k cualquier namero entero, debido a que en dichos

valores la funcién seny no vale 0, sino que vale —1 o0 1. De aqui que, a = 0 y b = km con k cualquier
namero entero, son los valores que satisfacen ambas ecuaciones. Por lo tanto, el conjunto de puntos
criticos de la funcion f es {(a,b) € R?> | a =0, b = km con k entero}, que también puede
representarse por {(0, k) € R?| k entero}.

(b) Se procede ahora a determinar si f alcanza un maximo o un minimo local en cada uno de los
puntos criticos encontrados en (a), usando el Criterio de la Segunda Derivada. Calculando las
derivadas parciales de segundo orden de f, se tiene que:

Ty =0 Ly =- Lxy) =
ax2 xX,y) = 352 6 Y) = —xseny 3wy O Y) = cosy
para todo (x,y) € R?.

En particular, para cada punto critico (a, b) = (0, km):

%f _ *f _ _
ﬁ(o, kn) =0 %7 (0,km) = —(0)sen(km) =0
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%f
dxdy

(0,km) = cos(km) = +1

Luego:

2
D= (ng (a, b)) (ZTf (a, b)) - (a‘l L (, b))

2
=D = (g (o, kn)) (giy]; (o, kn)) - (% (o, kn))

=D = (0)(0) — (+1)? = -1

Como D = —1 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f no alcanza ni un maximo
ni un minimo en cada uno de sus puntos criticos (0, km); es decir, (0, k) es un punto silla de f para
cada nimero entero k. Méas aun, en cada punto critico la funcion toma el valor de 0, f(0,kr) =
(0)sen(km) = 0, para todo entero k. Ver la figura 4.10.

Figura 4.10 Para la funcién f (x,y) = xseny todos sus puntos criticos son puntos silla, como (0,0),
(Or _T[)l (Or T[)’ (O, _27-[)1 (0,27T)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

A continuacién, se presentan algunos problemas de aplicacion de la teoria correspondiente a
méaximos y minimos de funciones reales de dos variables, conocidos como problemas de optimizacion.

4.2.7 Problemas de optimizacién

Problema 1

Si se desea construir una piscina rectangular con un volumen de 108 m3, ;cudles son las dimensiones
que debe tener la piscina para ocupar el minimo de material para su construccion? (Adaptado a partir de
Leithold, 1998, p. 995).

Solucioén:

En este caso, conviene iniciar realizando un dibujo que represente a la piscina, como el que se muestra
en la figura 4.11, con la finalidad de tener mas claro cuales son sus dimensiones, al mismo tiempo que

se asignan variables a éstas, con su correspondiente unidad de medida, por ejemplo, que x sea el ancho,
y el largo y z la altura o profundidad, medidos en metros m.
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Figura 4.11 Prisma rectangular que representa a la piscina del problema 1

y

Fuente: Elaboracién Propia con GeoGebra 3D

Considerando la forma de prisma rectangular (paralelepipedo) que tiene, el volumen de la
piscina en m3 esta dado por:

xyz = 108 1)
Mientras que la superficie de la piscina en m? esta dada por:
S=xy+2xz+2yz (2)

Donde, xy representa el area del fondo, 2xz el &rea de las dos paredes laterales y 2yz el &rea de
la pared delantera y trasera, medidas en m?2.

Lo que se pide en este primer problema es encontrar los valores de las variables x, y y z, tales
que S sea minima, para lo cual se hara uso del Criterio de la Segunda Derivada.

Como se requiere “minimizar” la funcion S, que originalmente depende de tres variables, x, y y
z, para poder aplicar la teoria vista anteriormente es necesario expresar la funcion S en sélo dos variables,
digamos en las variables x y y.

, . . y 108 .
Asi, despejando la variable z de la ecuacion (1) resulta z = - y sustituyendo este valor en la
ecuacion (2), se llega a la siguiente ecuacion:

108 108
X

S =xy+2x (—y) + 2y (—) 3)

xy
O bien, simplificando:

216
X

(4)

S=xy+2y£+

Donde la ecuacion (4) ya representa una funcién real de dos variables y es posible aplicar el
Criterio de la Segunda Derivada. A partir de este momento, se trabajara con la funcion

216 216
S(x,y) =xy+—-+

cuyo dominio es DomS = {(x,y) € R?|x > 0,y > 0}, donde x >0 y y > 0 porque representan
dimensiones de la piscina. Se buscan los puntos criticos (a, b) en el dominio de S tales que Z—z (a,b) =

0y z—i (a,b) = 0, donde las derivadas parciales de primer orden son:

as 216
SEy)=y——

oS 216
5(%3’) =x-7
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para todo (x,y) € DomS. De este modo, la busqueda de los puntos criticos de S se reduce a resolver las
siguientes ecuaciones:

as _ 216 _

L@ab)=0=b-—=0 ©)
as 216

5(a)b):():}a—b—z:0 (6)

De donde, multiplicando la ecuacion (6) por b? se tiene que:
ab? —216 =0 (7

Despejando b de la ecuacion (5) resulta b = % y sustituyendo dicho valor en la ecuacion (7) se
llega a lo siguiente:

(216)2

2162
a(%) -216=0= a2 =216
= a2 _ 216
a
2
@1 — 216
a
(216)2 _ 3
216

= 216 = a°

=a=13216=6

Es decir, a = 6. Sustituyendo este valor en b = %6 se tiene que b = 6. Por lo tanto, el Gnico
punto critico de S es (6,6). Ademas, las derivadas parciales de segundo orden de S son:

Dy =2 g( y =2 a"fasy (x,y) =1 paratodo (x,y) € DomS
En particular, en (6,6):

FSee)=2_y e =282_,; IS (56 =1

dx2 (6)3 dy? (6)3 dxdy
Luego:

2
D = (275 @ b)> <275 (@ b)) - ( T (a, b)>

—>D= <$ (6,6)> (%(6,6)) - (% (6,6)>
—=D=(2)@)-(1)2=4—1=3

2
Como D=3>0y 275(6,6) = 2 > 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, S
alcanza un minimo local en su Unico punto critico (6,6) y el valor del minimo local es S(6,6) = 108.

. . . 108 108
Ademas, el valor de la variable z estd dado por: z = — = =
xy  (6)(6)
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Conclusién

Las dimensiones que debe tener la piscina para ocupar el minimo de material para su construccion son 6
m de largo, 6 m de ancho y 3 m de altura.

Notese que el Criterio de la Segunda Derivada se utilizd Unicamente para comprobar que
efectivamente la superficie de la piscina es minima con las dimensiones encontradas, pero dichas
dimensiones se obtuvieron al calcular el punto critico de la funcién de superficie.

Problema 2

Se ha construido un tanque rectangular sin tapa con 48 m? de cemento. Encuentra el maximo volumen
del tanque. (Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 978).

Solucion:

Como en el problema anterior, asignando variables a las dimensiones del tanque con su correspondiente

unidad de medida, supongamos que: x es el ancho, y es el largo y z la altura o profundidad, medidos en

m. De aqui que, el volumen del tanque en m?3 esta dado por:

V =xyz 1)
Mientras que la superficie del tanque en m? esta dada por:

xy + 2xz + 2yz = 48 (2

Lo que se pide en este segundo problema es encontrar el volumen méximo, para lo cual se hara
uso nuevamente del Criterio de la Segunda Derivada.

Como se requiere “maximizar” la funcion V, que originalmente depende de tres variables, x, y y

z, para poder aplicar la teoria vista sobre maximos y minimos es necesario expresar la funcion V en
términos de s6lo dos variables, digamos x y y.

Asi, despejando la variable z de la ecuacion (2) resulta z =

48— .
=Yy sustituyendo este valor en la
2(x+y)

ecuacion (1), se llega a la siguiente ecuacion:

V=xy (%) 3

O bien, desarrollando:

_ 48xy—x?y?
V= 2(x+y) (4)

Donde la ecuacién (4) ya representa una funcion real de dos variables y es posible aplicar el
Criterio de la Segunda Derivada. A partir de este momento, se trabajara con la funcion

48xy—x2y?

Vix,y) = 29)

cuyo dominio es DomV = {(x,y) € R?|x > 0,y > 0}, donde x > 0y y > 0 porque representan dos de
las dimensiones del tanque. Se buscan los puntos criticos (a,b) en el dominio de V tales que

Z—Z (a,b) =0y Z—Z (a,b) = 0, donde las derivadas parciales de primer orden son:

v _ y?(48-2xy-x?)
ox (x, y) - 2(x+y)?
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v _ x%(48-2xy-y?)
ay (x;y) - 2(x+y)2

para todo (x,y) € DomV. De este modo, la busqueda de los puntos criticos de V' se reduce a resolver las
siguientes ecuaciones:

v _ b?(48-2ab—a?)
I (Cl, b) =0= —2(a+b)2 =0 (5)
v _ a?(48-2ab-b%)
5 (Cl, b) =0= —2(a+b)2 =0 (6)

Considerando la ecuacién (5) se llega a lo siguiente:

b%(48-2ab—a?) _ 2 _ 2y
e =0=b“(48—-2ab—a*) =0

= 48 — 2ab — a? = 0 (puesto que b > 0)
Considerando ahora la ecuacion (6) se llega a algo similar:

a?(48-2ab-b?%) _ 2 _ a2y
RO =0=a*(48—-2ab—-b*)=0

= 48 — 2ab — b? = 0 (puesto que a > 0)

Con las ecuaciones anteriores se forma un sistema de dos ecuaciones no lineales, que se muestra
a continuacion:

48 —2ab—a? =0
48 —2ab —b* =0

De donde, multiplicando la primera ecuacién por —1 y sumando la segunda ecuacion se obtiene
lo siguiente:

—48 +2ab+a*> =0
48 —2ab — b%2 =0
a’?—b*=0

Esto a su vez implica que a? = b? y, en consecuencia, a = b. Luego, sustituir a = b en la
ecuacion 48 — 2ab — a? = 0 conduce a lo siguiente:

48 —2ab—a*=0=48—-2bb—b*=0
= 48 —2b%2 —b%2 =0
= 48 —3b% =0

= 3b% =48
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De aqui que, a = 4. Por lo tanto, el Unico punto critico de V es (4,4). Ademas, las derivadas
parciales de segundo orden de V son:

a*v _ y2(y?+48) v _ x2(x2+48) 22v _ xy(48-3xy—x2-y?)
dx2 (x, y) - (x+y)3 dy? Cx, }/) - (x+y)3 Bxay( y) = (x+y)3
para todo (x,y) € DomV.
En particular, en (4,4):

v _ 4%(4%+48) a%v _ 4%(4%+48)
=~y =72 D= = 2

a%v _ @W@Hs-31@-42-4*)

0xdy (4,4) = (4+4)3 =-1

Luego:

D= (‘;TV a b)) (ZTV (a, b)) - (a";aVy (a, b)>

2
—D= <ZZTZ (4,4)) (g% (4,4)) _ (;j—avy (4,4))

=D=(-2)(-2)-(-1)2=4-1=3

2
ComoD=3>0y 272(4,4) = —2 < 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, V

alcanza un maximo local en su unico punto critico (4,4) y el valor del maximo local es V(4,4) = 32.

Ademas, el valor de la variable z esta dado por z = ~2=22 - 2= _
2(x+y) 2(4+4)

Conclusién

El volumen maximo de la caja es de 32 m3 y se obtiene cuando las dimensiones del tanque son 4 m de
largo, 4 m de ancho y 2 m de altura.

Notese nuevamente que el valor maximo de la funcion volumen se pudo calcular a partir del punto
critico encontrado y que el Criterio de la Segunda Derivada Unicamente permite corroborar que el valor
de la funcién en dicho punto efectivamente es un maximo.

Problema 3

Determina el punto en la superficie z? = x? + y? que es mas cercano al punto (—1,3,0). ;Cual es la
distancia minima? (Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 664).

Solucion:

Como la distancia entre dos puntos (x4, y4,21) Y (x5, ¥, Z,) esta definida por

d=(t, — %)%+ (v, — y1)? + (2 — 21)?

Entonces la distancia de cualquier punto (x,y,z) sobre la superficie z2 = x2 + y? al punto
(—1,3,0) es:

d=(x+1D2+(y—3)2+(z—-0)2=/(x +1)2 + (y — 3)2 + 22
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O bien:

d=(x+ 12+ (y—3)2+x2+y2

Donde z2 = x2 + y2 por ser (x,y, z) cualquier punto sobre dicha superficie.

Si se define f(x,y) = d?, entonces la funcion a “minimizar” es la siguiente:
fOoy)=(x+1)*+ @ -3 +x*+y°

A continuacion, se buscan los puntos criticos (a, b) en el dominio de f tales que z—ﬁ (a,b)=0y
Z—f] (a,b) = 0, donde las derivadas parciales de primer orden son:

Z—ﬁ(x,y)zZ(x+1)+2x=4x+2

2
é(x,y) =2(y—3)+2y=4y—6

para todo (x,y) € R?. De este modo, los puntos criticos de f se obtienen resolviendo las siguientes
ecuaciones:

of _ — =_1
g(a,b)—0=>4a+2—0:>a— >

of _ A= _3
5(a,b)-0=>4b 6—0:>b—2

De aqui que, (— %%) es el Gnico punto critico de f.

Ahora se aplicara el Criterio de la Segunda Derivada para verificar que la funcion alcanza un
minimo en el punto critico encontrado.

Las derivadas parciales de segundo orden de f son:

%f _ *f _ 9

X

2
f —

para todo (x,y) € R2. En particular, en (‘%%)

%f(_13)_ az_f(_l E>_ o*f (_1 E)_
6x2( 2’2)_4 ayz\ 2’2 =4 axdy \ 2’2 =0

Luego:
D= (ZTf (a, b)> <‘a’7f (@ b)) - (a‘l—a’; (a, b))

2
== (FCH)(FH2)- (3519)

=D =(4)(4)—-(0)? =16

2
ComoD=16>0y %(—%,S) = 4 > 0 entonces, por el Criterio de la Segunda Derivada, f

;- ;- so- 13 ;. 13
alcanza un minimo local en su Unico punto critico (_E'E) y el valor del minimo es f (—5,5) = 5; por
lo que la distancia minima es /5 (recuerda que se definié f(x,y) = d?).
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‘ . . 5
Ademas, el valor de la variable z estd dado por z% = x% + y? = (— %) + G) = 14—0 ==, de
5
modo que z = \E
Conclusion

El punto de la superficie z? = x2 + y? que se encuentra mas cercano al punto (—1,3,0) es P =

(— % % \E) siendo la distancia minima igual a v/5. Ver la gréfica en la figura 4.12.

N |-

Figura 4.12 Gréfica de z? = x% + y?, donde P = (— %\E) es el punto mas cercano a (—1,3,0)

Fuente: Elaboracién Propia con GeoGebra 3D

4.3 Multiplicadores de Lagrange

Hasta este momento se han visto ya dos tipos de problemas que involucran la teoria de maximos y
minimos. En la seccién 4.2.6, por ejemplo, se determind el maximo local de la funcion f(x,y) = 4xy —
x* —y* — 1; mientras que, en la seccion 4.2.7 se optimizé la funciéon S = xy + 2xz + 2yz sujeta a la
condicion xyz = 108. La diferencia entre estos dos tipos de problema radica en la existencia 0 no de una
restriccion, por lo que a los problemas similares al primer ejemplo mencionado se les conoce como
problemas con extremos libres y, a los que son semejantes al segundo ejemplo, como problemas con
extremos restringidos.

En esta seccion nos enfocaremos en los problemas de la segunda categoria y se resolveran con un
método distinto al Criterio de la Segunda Derivada, que es el método de los multiplicadores de Lagrange,
el cual se describe a continuacion.

4.3.1 Método de multiplicadores de Lagrange

Suponiendo que f y g son funciones reales de dos variables con sus derivadas parciales de primer orden
continuas y que la funcidn f esta sujeta a la restriccion g(x, y) = 0, para determinar los extremos locales
de f se lleva a cabo el siguiente proceso.

(i) Se consideran las ecuaciones Vf(x,y) = AVg(x,y) y g(x,y) =0, donde recordemos que

Vi(x,y) = <Z—§ (x,y),%(x, y)) es el gradiente de /'y Vg(x,y) = (jﬁj—i (x, y),g—‘z(x, y)) es el

gradiente de g, y A es una nueva variable conocida como multiplicador de Lagrange.
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(i)  Se resuelve el sistema de ecuaciones obtenido en el paso (i); es decir, se calculan los valores de
x,y, A que satisfacen a las ecuaciones:

af _ a_g
a(xry) - Aax (x'y)
af _ 6_g
5(9@}’) - Aay(x;Y)

glx,y) =0

De este modo, cada par ordenado (x, y) obtenido en la resolucion de las ecuaciones anteriores es
un punto donde f alcanza un extremo local.

Por otro lado, si se define la funcion F(x,y,A) = f(x,y) —Ag(x,y) en el método de

multiplicadores de Lagrange, la ecuacion vectorial V£ (x,y) = AVg(x, y) queda satisfecha si y solo si el
vector Vf(x,y) — AVg(x, y) es igual al vector cero. En otras palabras, se tiene lo siguiente:

of — 299 of _ 399 — il -

g(x»)’)—ﬂax(x;Y) = ax(x;Y) Aax(x;Y)—O = ax(x;y,/l)—o

of — 99 of _ 39 — il —

a(x»}’)—ﬂay(x;Y) = ay(x;)’) Aay(x;Y)—O = ay(x,y;/l)—o
oF

gx,y) =0 < a(x,y,/’l)zo

De aqui que, resolver las ecuaciones del paso (ii) del método de Lagrange es equivalente a calcular
los puntos criticos de F, que son de la forma (x, y, A).

Este método se puede extender para funciones reales de tres variables, considerando ahora las
siguientes ecuaciones:

af _ a_g
a(x»)’»z) - Aax (x:)’»Z)
af _ a_g
5(9@3”2) - Aay(x:y’z)

af _, 99
a_z(x:yxz) - Aaz (x:.'V;Z)
g(x, yl Z) = O

Donde f esta sujeta a la restriccion g(x,y,z) = 0. Mas aln, se puede extender para el caso en
que aparecen varias restricciones; por ejemplo, si f es una funcion real que depende de las variables
X,y,Z Y que esta sujeta a las dos restricciones g(x,y,z) =0 y h(x,y,z) = 0, entonces deberan
considerarse dos multiplicadores de Lagrange, Ay u, tales que
Vi(x,y,z) = AVg(x,y,z) + ph(x,y, z)

En consecuencia, se tendra que resolver el sistema de ecuaciones mostrado a continuacion.
of _ ;% on

o1 _ 0% on
a(x:y’z) - ﬂ~ay(x1yrz) +May(x’y’z)

or _ 0 on
Z(xlylz) - Aaz (x:y;Z) +.u'aZ (x;y,z)
g(x,y,z) =0

h(x,y,z) =0



189
4.3.2 Ejemplos sobre extremos locales, usando el método de multiplicadores de Lagrange

1. Determina el minimo de f(x,y) = x2+ y? sujeta a la restriccion g(x,y) = xy —3 = 0.
(Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 671).

Solucion:

En este caso, Vf(x,y) = (2x,2y) y Vg(x,y) = (y,x) para todo (x,y) € R?, de modo que
Vf(x,y) = AVg(x,y) y g(x,y) = 0 conducen al siguiente sistema:

of — 9 —
a(x,y) = Aax (x,y) = 2x=2Ly
of — 99 —
5(x,y) = Aay (x,y) = 2y=aAx

glx,y) =0 = xy—3=0

2x

Se procede a resolver el sistema, despejando A de las primeras dos ecuaciones, es decir, A = S

2 ny I
A= % obteniéndose lo siguiente:

2x 2
—=—yﬁ2x2=2y2
y x

=2(x?-y») =0
=2x—y)(x+y)=0
=S XxX=y0x=-y

Sustituyendo x = y en la tercera ecuacion, xy — 3 = 0, y resolviendo para y se tiene que y =
V3 0y = —/3; en efecto:

xy—3=0yx=y =y?-3=0 = y?=3 =y=+3

Como se considerd que x = y, entonces también x = V3 0 x = —/3. Sustituyendo ahora x =
—y en la tercera ecuacion, xy — 3 = 0, se llega a que y? = —3, ecuacion que no tiene solucion real; por
lo que, s6lo es valida la primera opcién. De aqui que, f puede alcanzar su minimo local Gnicamente en
los puntos (V3,v3) y (—V3,—V3). Ademas, el multiplicador de Lagrange es A = 27" = %? =2vyel
valor minimo se obtiene como £(v3,v3) = (v3)" + (V3)" = 6; o bien, f(—v3,—V3) = (—v3)" +
(~3) =5

En conclusion, el minimo de la funcion f(x,y) = x% + y? sujeta a la restriccion g(x,y) = xy —
3 = 0es 6. Ver la gréfica en la figura 4.13.
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Figura 4.13 Gréficas de f(x,y) = x>+ y? y xy —3 =0,donde 4 = (v/3,V3,6) yB =
(—V3,-v3,6)

5 42 3
_..'.e-—o-é—“""*— Y
2
3
AR
!
5
64X
Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
2. Determina el minimo de f(x,y,z) = x? + y? + z?2 sujeta a la restriccion x + 3y — 2z = 12.

(Adaptado a partir de Purcell et. al., 2007, p. 671).
Solucion:

En este caso, g(x,y,z) = x + 3y — 2z — 12 = 0 es la restriccion de la funcién f. Aplicando el
método de multiplicadores de Lagrange, como primer paso, se forma el siguiente sistema

af __,0g _

o (x,y,z) = A—ax (x,y,z) = 2x=21
af __ .09 _
ay(xl%z)—lay(xl%z) = 2y—3&

of _ ;99 - _
E(x,y,z)—/laz(x,y;z) = 2z = =21

gx,y,z) =0 = x+3y—2z—-12=0

De la primera ecuacién, A = 2x, y sustituyendo esto en la segunda ecuacién, 2y = 34, se tiene
que 2y = 31 = 3(2x) = 6x, 0 bien, y = 3x. De manera semejante, sustituyendo A = 2x en la tercera
ecuacioén, 2z = —24, se obtiene que 2z = —24 = —2(2x) = —4x, de donde z = —2x.

Sustituyendo las expresiones y = 3x y z = —2x en la cuarta ecuacion se llega a lo siguiente:
x+3y—2z—12=0cony=3xyz=—-2x = x+33x)—-2(—2x)—-12=0
=x+9%+4x—-12=0
= 14x—-12=0
= 14x = 12

Z_

6
=S x=—=-
14 7
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De aqui que y =3x =3 (g) = g yz=-2x=-2 (g) = —1—72. Ademaés, el multiplicador de

Lagrange esta dado por A = 2x = 2 (g) = % Como (g? —1—72) es el unico punto donde la funcion

alcanza su extremo local, entonces el valor del minimo esta dado por

T EORORE
77 7 7 7 7 7

En conclusién, el minimo de la funcién f(x,y,z) = x? + y% + z? sujeta a la restriccion x + 3y —
2z =12¢es

3. Si se desea construir una piscina rectangular con un volumen de 108 m3, ;cuales son las
dimensiones que debe tener la piscina para ocupar el minimo de material para su construccion?

Solucion:
En la seccion 4.2.7 se resolvié este problema mediante el Criterio de la Segunda Derivada.
Ocupando ahora el método de multiplicadores de Lagrange, se tiene que S(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz

es la funcion a “minimizar” y esta sujeta a la restriccion V(x,y,z) = xyz — 108 = 0, por lo que se
procede a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

F) )

é(x,y,z)=)l£(x,y,z) = y+2z=A»Ayz
of — 9 —
5(x,y,z)—/16y(x,y,z) = x+2z=Axz

af _ 499 _
- y.2)=27_(xy,z2) = 2x+2y=2xy

gx,y,z) =0 = xyz—108=0

Despejando A de la primera ecuacion, y + 2z = Ayz, setieneque 1 = %ZZZ; de manera semejante,
si se despeja A de la segunda ecuacion, x + 2z = Axz, se obtiene que A = %jz Luego:

y+2z _ x+2z
yz T xz

= xz(y+2z) =yz(x + 2z)
= x(y + 2z) = y(x + 2z)
= xy + 2xz = xy + 2yz
= 2xz = 2yz

= X=y

Sustituyendo y = x en la tercera ecuacion, 2x + 2y = Axy, se tiene que 2x + 2x = Ax?2, o bien,
4x = Ax?, de donde A = i—f = s. Sustituyendo ahora A = % en la segunda ecuacion, x + 2z = Axz, se

obtiene que z = %x; en efecto:
x+2z=szcon/’l=%

= x+22=(§)xz

= x+2z=4z
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. . - 1 -z
Si se sustituyen las expresionesy = xy z = Sxen la cuarta ecuacion, xyz — 108 = 0, se llega
a lo siguiente:

xyz—108 =0con y =xyz=-_x
1
= xx(zx)—108 =0
1 3
= ~x*=108
—  x3=216
= x=3\/216
= xX=6

De aqui que, y=x=6Yy z = %x = %(6) = 3; es decir, (6,6,3) es el unico punto donde la
funcidén S alcanza un extremo local que, en este caso, es un minimo y est4 dado por:

5(6,6,3) = (6)(6) + 2(6)(3) + 2(6)(3) = 108

Ademas, el multiplicador de Lagrange queda como A = % = % =2

En conclusién, las dimensiones que debe tener la piscina para ocupar el minimo de material para
su construccion son 6 m de ancho, 6 m de largo y 3 m de profundidad.
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Ejercicios Propuestos

9%f 9%f 9%f %f
0x2' 9y2’ dydx 7 9xdy

En los ejercicios 1 a 8, halla
Ly =5+%

xy
2.f(x,y) = 21y2)2

4xy—x2y?
2(x+y)

3.f(x,y) =
4. f(x,y) = xe3¥ + 5x%y

5. f(x,y) = e*sen(2y) + In(xy)
6. f(x,¥) = cos(x?y®)

7. f(x,y) = e 4+ 2x5y*

8. f(x,y) = tan(x — 2y)

o%f o%f

9. Verifica que 3299 — Txdyin
Tromba, 1991, p. 166).

si f(x,y,z) =ze ™ + x?yz3. (Adaptado a partir de Marsden y

10. Considerando que una funcion u = f(x,y) con derivadas parciales de segundo orden continuas (es
. , . . . .y 92 92 . .
decir, u es de clase C?) es armdnica si satisface la ecuacion de Laplace a_xu + a—ylz‘ = 0, determina si la

2

funcion f(x,y) = e*seny es armonica. (Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 167).
En los ejercicios 11 a 18, realiza lo que se pide a continuacion.
a) Encuentra los puntos criticos de f.

b) Determina en qué puntos criticos f tiene un extremo local e indica su valor y cuales son puntos
silla, utilizando el Criterio de la Segunda Derivada.

11. fx,y) =1—x* —y?
12. f(x,y) = x2 + y? + 5xy

13. f(x,y) = 2y* —y? + x? + 3x

14. f(x,y) =Jx?+y2+1

15. f(x,y) = ycosx
16. f(x,y) = In(2 + x% + y?)

17. f(x,y) = et***~¥°
18. f(x,y) = et™**~°
(Adaptado a partir de Marsden y Tromba, 1991, p. 262).

19. Determina las dimensiones de una caja rectangular con volumen maximo que tiene un area total de
su superficie igual a 864 cm?2. Utiliza el Criterio de la Segunda Derivada para comprobar que,
efectivamente, el volumen es maximo. (Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 982).
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20. Se desea construir un tanque rectangular con tapa donde el costo del frente y la parte posterior es 1
dolar el pie cuadrado, la tapa y el fondo cuestan 2 ddlares el pie cuadrado y los dos extremos cuestan 3
ddlares el pie cuadrado. Si el volumen del tanque es de 384 ft3, ;cual es el costo minimo? Utiliza el
Criterio de la Segunda Derivada para comprobar que, efectivamente, el costo es minimo. (Adaptado a
partir de Leithold, 1998, p. 1002).

21. Encuentra el punto del plano 2x —y + z = 1 que estd mas cerca del punto (—2,3,1). Utiliza el
Criterio de la Segunda Derivada para comprobar que, efectivamente, se tiene una distancia minima.
(Adaptado a partir de Stewart, 1999, p. 982).

22. Resuelve el ejercicio 19 por el método de multiplicadores de Lagrange.

23. Resuelve el ejercicio 21 por el método de multiplicadores de Lagrange.
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Apéndice A. Formulas Basicas de Algebra y Trigonometria

Exponentes y radicales

aman — am+n

(am)n — amn

(ab)™ = a™p"™

®) -5
Vab = (Va)(V5)
nla_ a

b b
¥a ="Ya
qm/n :W:(%)m

Productos notables y factorizacion

(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a — b)? = a? — 2ab + b?
(a + b)2 =a3+ 3a%b + 3ab? + b3
(a —b)3 =a®—3a%b + 3ab? — b3
(a—b)(a+ b) = a®? — b?

a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?)
a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?)

Identidades fundamentales

senfcscld =1

cosBsecd =1

tanBcotf =1
senf

tanf = o050
cosf

cotl = “onb

sen?d + cos?0 =1
tan®6 + 1 = sec? 6
cot?0 +1 =csc?0

sen’6 = %(1 — c0s26)



cos? 6 = %(1 + c0s26)
Argumento doble

sen260 = 2senfcos0

c0s20 = cos? 8 — sen?6

2tan®

tan20 = PE—

196
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Apéndice B. Uso de GeoGebra

La Suite Calculadora GeoGebra es una aplicacion de software libre que relaciona de forma dindmica la
geometria con el algebra. Es posible acceder en linea a ésta, a través del vinculo
https://www.geogebra.org/calculator; o bien, descargar la aplicacion de escritorio desde
https://www.geogebra.org/download?lang=es

En esta seccion se describe de manera detallada como se ocupd la aplicacién de escritorio para
realizar algunas de las gréaficas presentadas en el primer capitulo.

Uso de la calculadora grafica GeoGebra Clasico

La calculadora grafica GeoGebra Clasico es ideal para generar la grafica de una curva (en dos
dimensiones), como es el caso de la gréfica de una funcién real de una variable. En particular, en el
capitulo 1 de este libro, se utilizo esta herramienta para realizar las trazas de la grafica de la funcion
f(x,y) = x? + y2, en sus respectivos planos.

Con la finalidad de ilustrar el uso de GeoGebra, a continuacién, se muestra paso a paso como se
generd la grafica de la traza xz de la funcién f(x,y) = x? + y?; es decir, la gréfica de la ecuacion z =
x2, que es una parabola ubicada en el plano xz.

Paso 1. Se ingreso a la aplicacion de escritorio, donde de inmediato se puede apreciar el plano
cartesiano; su interfaz se visualiza como en la figura B.1.

Figura B.1 Inicio en la calculadora grafica GeoGebra

o

Fuente: Elaboracién propia

Paso 2. Se buscaron las propiedades del plano cartesiano, dando clic en la esquina superior
derecha, como se indica en la figura B.2 (i)-(ii).


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.geogebra.org/download?lang=es
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Figura B.2 (i)-(ii) Ingreso a la opcion “Propiedades”

(i) Se dio clic en el icono de “Propiedades”

- enGabra s slculadors A Cc Gusecs <  ADRRg
@ ‘ 0

ES

(ii) Se selecciond la Gltima opcidn, “Propiedades”, del menu que se desplegd

17 G Fropeases

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 3. Se aumento el tamafio de la letra, se ocultd la cuadricula que aparece en el fondo, se
etiquetaron los ejes coordenados y se optd por resaltar en negrita, tanto los ejes como su numeracion,
ingresando en “Propiedades”, que es la ultima opcidn del menu que se desplegd en el paso anterior. Ver
la figura B.3(i)-(V).

Figura B.3 (i)-(v) Cambios realizados al plano cartesiano

(i) Se selecciond “Negrita”, tanto en “Ejes” como en “Estilo de etiqueta”, ingresando en la primera
opcién: “Bdsico”

=

(ii) Se selecciond la letra x, en “Etiqueta”, ingresando en la segunda opcion: “EjeX”

| s /] ]
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(iii) Se escribio directamente la letra z, en “Etiqueta”, ingresando en la tercera opcion: “EjeY”

M

(iv) Se quito la seleccion de “Cuadricula visible”, ingresando en la cuarta opcion: “Cuadricula”

2 - CaaGed )

]

=

9

(v) Se selecciond la opcion 32 pt, en “Tamario de letra”, ingresando en “Global”

- Gk )

1y " :
a 5 , o

5 ~
- 4 ‘
3

2

-11-10 -9 -8 -7 <6 -6 -4 -3 -2 -1 0 1

=] -7"

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 4. Se ingresd la ecuacion y = x2, como “Entrada”, lo cual se puede realizar directamente
con el teclado de la computadora o con el teclado de GeoGebra, que esta ubicado en la esquina inferior
izquierda, de modo que se genera automaticamente la grafica correspondiente. Es importante sefialar que,
en GeoGebra Clasico, al ingresar la ecuacion z = x? no se despliega ninguna gréafica en virtud de que el
eje z no esta definido dentro del sistema de coordenadas de dos dimensiones; es decir, el eje vertical se
corresponde Unicamente con el eje y. Ver la figura B.4(i)-(iii).

Figura B.4(i)-(iii) Grafica de y = x?

(i) Teclado de GeoGebra minimizado

“w & o o

2
1
———— e ——e
~-1-10-% 8 -7 -6 -§ 4 -3 -2 10 1 2 3 4 6§ 6 7 B8 9 10N
-1
-2
-3

: % o
34
6
5
4
m
3
2
1
~-11-10 -9 -8 -7 -6 -5§ -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 1
-1
-2
Y

L] ) ) < » -
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(iii) Ingreso de la ecuacion y = x?

J
\ % / o
\l 6 f
\ |
\ 5 /
\ f
J
l'n 4 /
m \ II‘
\ 3 /
I'\‘ 2
"\.‘ 11
- N oS
«11 <10 <9 -8 <7 <6 «6 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 6 6 7 8 9 108
-1

ars

Fuente: Elaboracion Propia
Paso 5. Se realizaron cambios en cuanto a las propiedades de la grafica, como grosor y etiqueta,

de modo que sea consistente con la gréfica de la ecuacion z = x2, seleccionando la entrada y dando clic
en los “tres puntos” que aparecen en ésta, como se muestra en la figura B.5(i)-(vi).

Figura B.5(i)-(vi) Cambios realizados a las propiedades de la grafica de y = x? para obtener la gréafica
de z = x?

(i) Se dio clic en el icono de los tres puntos que contiene las propiedades de la grafica

-11-10 9 -8 -7 & -5 4 -3 -2 10| 1 2 3
-1
2
-3
-4
-5

~6
=) Y




(ii) Se selecciond la Gltima opcién, “Propiedades”, del menu que se despleg6

GeoGebra Suite Calculadora A Cac Gutes = < ABIA SESON

® f y =2 Tl 00 Voo 7‘2 o
Pumos oiecisee
a Entrad luplsar setiaci

% Barrar

Prigomelobes

N W e o

—
-y

s
—1-10-9-8-7-6-6-4—3-2-10 1 2 3 4 56 6 7 8 9 101N

-1
-2
-3
-4
=8 e

‘a a
2 o =

(iii) Se escribi6 z = x2, en “Rétulo”, ingresando en la primera opcion: “Bdsico”

€7 e Caeumons - Ganoid a
GeoGebra Suite Calculadora IV Cas Gates = < ABRMSEMION

. f‘ y = xz $ - 7& Bl Cone Bl Asatuie  Algetvs x
i . s FIngtame e gunn (aersming °
& - 5 i
a *
= A
3
z=x* R
2 }
1 - vion

M09 3 7 8 5 4 3 2 o] 3
-1

S - N . B
& o 0
2 o

A

B

g

-2
-2
-4
-8

a 7Y

(iv) Se selecciono el color, ingresando en la segunda opcion: “Color”

GeoGebra  Suite Calculadora NV Cac Gates - < AnimsEsION

@ ': y —XQ $ = 7‘2 Bascs Uooe  Eslle  Asstinaiy  Algstvas

o Programs do guon (erenng

% Mo x

M08 8 7 % 5 4 3 2 10 1 A
-1

-2

203



(v) Se aumentd el grosor y la opacidad del trazo, ingresando en la tercera opcién: “Estilo”

€7 Sune Catumon s - Gasotid a
GeoGebra suire Calculadora N Cus Gates = < ASHESENON
@ i y = %2 { - 7‘2 Bascs  Comr o Asnoady  Algstvs
i i s Prograrme to gaen (seremng °
B
& 5 - |
4 Y — 11X L
]
3 v r —
zsx?
2 Rewn
1

0% 8 7 % 5 43 2 0] 1
-1

2
-3
-4
-5
3
=) i ¥

(vi) Gréfica de la ecuacion z = x?

(e o——— )
enGebra I alculadora Cac tesalzs < ABIN SESON
® ffy=x . k o
6
& . 5
" 4
]
z3== x*
2
1

M08 8 7 8 5 4 3 2 70| 1 2 3 45 & 7 8 8 oM

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 6. Se descargd la grafica como imagen, dando clic en la esquina superior izquierda, como
se indica en la figura B.6(i)-(ii).

Figura B.6(i)-(ii) Descarga de la grafica como imagen

(i) Se dio clic en la esquina superior izquierda y se seleccion0 “Exportar imagen”

A Coc Gates = < AShn SESON
Tk o
QM 6
P Veastw wn e nte 5
B G ccumuen 4
w  Gaspew 3
FER S
3 Doceps sevn 1
S e -1 ‘
-1-10 -9 8 -7 6§ -5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5§ 6 7 8 9 10M
B e -1
Lo -2
- B -3
©  foeteh Comertann A
Q
B e e <
- o
Y :

(i1) Se dio clic en “DESCARGAR”

€7 Sune Dawmons - Gaated o

P WA, SOMTRPIEL 8 -

Fuente: Elaboracion Propia
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Uso de la calculadora grafica GeoGebra 3D
Por otro lado, la calculadora grafica GeoGebra 3D permite generar la grafica de una superficie (en tres
dimensiones), como es el caso de la grafica de una funcién real de dos variables. En particular, en el

capitulo 1 de este libro, se ocupé para realizar la gréafica de la funcion f(x,y) = x? + y2.

Con la finalidad de ilustrar el uso de GeoGebra 3D, a continuacion, se muestra paso a paso como
se genero la gréfica de la funcion f(x,y) = x? + y2.

Paso 1. Se ingreso a la aplicacion de escritorio, donde de inmediato se puede apreciar el sistema
de coordenadas tridimensional; su interfaz se visualiza como en la figura B.7.

Figura B.7 Inicio en la calculadora grafica GeoGebra 3D

Fuente: Elaboracion Propia
Paso 2. Se realizaron cambios en las propiedades del sistema de coordenadas tridimensional, de
manera similar a como se cambiaron las propiedades del plano cartesiano en GeoGebra Clasico. Ver la
figura B.8(i)-(viii).
Figura B.8(i)-(viii) Cambios realizados en el sistema de coordenadas tridimensional

(i) Se dio clic en el icono de “Propiedades”
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(ii) Se selecciond la ultima opcion, “Propiedades”, del men( que se desplego

€7 Counnnnt 100 - Gantioen o .
= GeoGebra Sule Caicuiadera & Tacbxo® - < ADRREEMON
- s
F = Jo Mosve g ~
—-—— - Moo plano =
O -

(iii) Se selecciond “Negrita”, en “Estilo de etiqueta”, ingresando en la primera opcion: “Bdsico”

7 Cxnonow 100 - Gantionn. o x
= GeoGebra Sule Caicuiadera & Cambam® - < ADREREENON
T4  tomn W.\ Bhwcs  EWX DY B Cusdrous  Fopestn o X
E. Dwretibames ‘
& M=oz ANas  a0em 7%
R YA AT yhme ADE ~
a0 Thee  A7TME
Fipe
8 vwovun
] sy icnd
Exmotesmese [] S ) hegre
] s
B tmwos
Ratrs =8 IWAGIOON 307 EINT T8 BFIETLIII0N
0 Ve
- »
T
m :

(iv) Se selecciono la letra x, en “Etiqueta”, ingresando en la segunda opcion: “EjeX”

7 Cxnanont 10 - Gontioen. o -
= GeoGebra Suke Calcuiadora & Cisbxo® - < ADRREEON

T tomm | = Dhacs KX DAY ENZ Cusddous Popcotn | X

.E. LB o

& B ey e prasaconn Y

> T B3N A R e
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(v) Se selecciono la letra y, en “Etiqueta”, ingresando en la tercera opcion: “EjeY”

€7 Counonnnt 100 - Gantiopen n -

GeoGelbra Sulte Caicuiadera & Cambam® - < ADRREEMON

- oy Bhscs EpX ¥ Bl Cusdrioss  Froyscidn
| i
B Pesve o pacecom

iC fm
z2» 8 x|

] Sobdiee i

(vi) Se selecciono la letra z, en “Etiqueta”, ingresando en la cuarta opcion: “EjeZ”

€ Cmacnm 0 - Gostiosn o »

GeoGelbra Sulte Caicuiadera & Casbxo® -« < ADRREESON

J& Temm - e T TG T P
| e
B hrewon o0 pasacon

200 5

-
-’_ ] oot ey

> % T a3 r D oaN

(vii) Se seleccion0 la opcion 32 pt, en “Tamario de letra”, ingresando en “Global”

7 Cxnonowt 100 - Gontioen. o x
= GeoGebra Sute Caicuiadera & Cinbam® - < ADRREEMNON
— R B -
8 * Entrada... =
—— e Soanh | Dgarad ‘
& ‘¢
oe— Fatceses: D cf1pe Geckniles PJ

Edamass: Sk partoe mumes +
Terndode we= 20 -

TAUNTOAN Li DO T3 TAI0N

CONFIGUNADION POR OEFRCTO
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(viii) Se quito la seleccion de “Mostrar plano”, en la segunda opcion del menu original

. )

g |
s}, p
s .
0 -
4
N 3 -8,
w8 ¢ 1
he ‘5 2 &
"4:‘,‘ -3 3 ’:‘,.-""
\»_\_2 1 ' 2 S
’ 5',_&:3:_"{'
- -
s 2 N2
> N,
8 2o~ 2 "-».‘
gl ~2 7
-~ 3 ~ab u
X
'g ]

Fuente: Elaboracion Propia

Paso 3. Se ingresé la ecuacion z = x? + y2, como “Entrada”, lo cual se puede realizar
directamente con el teclado de la computadora o con el teclado de GeoGebra 3D, que estd ubicado en la
esquina inferior izquierda, de modo que se genera automaticamente la grafica correspondiente. Ver la
figura B.9(i)-(iii).

Figura B.9(i)-(iii) Gréfica de z = x2 + y?

(i) Teclado de GeoGebra 3D minimizado

4 &
&
o

'

882

5

4

32, 3 -8
b 7.
~S 2 5 %
-fl 3 & -
A"‘~~.,‘-2 1 ‘ 3 7_:17.'1_.
’ -",_&9;"{'
- “n‘ 2
3 =3
s L~ N &
.2 - C ol 2 8
o ~.f
- 3 oy .
X
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(i) Teclado de GeoGebra 3D

7 Conentwnt 10 - Gontioten

o
= GeoGelya Sulte Caicuiadoa & TasbxoW - < ADRER SENON
e Entr = 9
8 Entrada
k3
"
8 o
4 i) ABC WA~ x
I y . ’ 7 8 9 - -
=) o Ny v 4 5 () - -
« » z S 1 2 3 - @
| ! ) 0 3 » -
(iii) Ingreso de la ecuacion z = x? + y?
€7 Cmnanonnt 100 - Gentiosn o
< ADRREESON
9
"
o

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 4. Se realizaron cambios en cuanto a las propiedades de la grafica, como color y etiqueta,
seleccionando la entrada y dando clic en los “tres puntos” que aparecen en ésta, como se muestra en la

figura B.10(i)-(Vv).
Figura B.10 (i)-(v) Cambios realizados a las propiedades de la gréfica de z = x? + y?

(i) Se dio clic en el icono de los tres puntos que contiene las propiedades de la grafica

e 2Dt a & Cocbrnan -
o 2= {— 0
=
(ii) Se selecciond la Gltima opcidn, “Propiedades”, del menu que se desplegd
eoGebra ! ula & Conbsnn O - ABIA =
Q
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(iii) Se escribi6 z = x2 + y?, en “Rétulo”, ingresando en la primera opcion: “Bdsico”

€7 Conanownt X0 - Gontiopen o
GeoGebra Suite Calculadora & Cenbano - < ABN SESION
" o f: z = x; + y‘ ! -~ Bas Come Avwisadn  Aegabus x
PIngrame te gun (sergmiag °
& ) =
s
] - toe
| Merae raae
2 B o e Wity ~
X @ ownn
g
Mm
(iv) Se selecciono el color, ingresando en la segunda opcion: “Color”
€7 Cunanowns X0 - Goniopen o
GeoGebra  Suite Calculadora & Conband - o AR SESION
f“ Ve il 2 4 - Bases  Cowr  Avetsac  Agabus X
B fzmXohy i 40 B A s
@ ) "
s
(v) Gréfica de la ecuacion z = x2 + y?
€7 Cmnonon 10 Gantionn o
GeoGebra Suite Calculadora & CocbanD - < ABIR SESON
ffz=x+y* "' = o

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 5. Se descargd la grafica como imagen, dando clic en la esquina superior izquierda, como
se indica en la figura B.11(i)-(ii).

Figura B.11(i)-(ii) Descarga de la grafica como imagen

(i) Se dio clic en la esquina superior izquierda y se selecciond “Exportar imagen”

< ABIR SESON

]

QMo

B ot s tn v

B G

o Gwepew

.

L

& reeu

B tawen

) Comte ewneaw

L

@ A h e "
a

Bl Aeer st

(i1) Se dio clic en “DESCARGAR”

€7 Conanowns 100 - Gentiosn o

Fuente: Elaboracion Propia
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Finalmente, para generar la traza xz de la grafica de la funcion f(x,y) = x% + y? en GeoGebra
3D, se procedio como se describe a continuacion.

Paso 1. Se realiz6 la grafica de la funcién f(x,y) = x? + y2, que es la misma gréafica de la
ecuacion z = x2 + y2. Ver la figura B.12.

Figura B.12 Gréfica de la funcion f(x,y) = x? + y?

7 Cumanownt 10 - Ganioten o

= GeoGebra Suite Calculadora & Cenbann - o ABRE SENON
fiz=xd 4yt | » °

+ Entrada

MR R L

Fuente: Elaboracion Propia

Paso 2. Se realizo la gréafica del plano xz, ingresando simplemente como entrada la ecuacion del
plano, que es y = 0. Ver la figura B.13.

Figura B.13 Gréfica de la funcion f(x,y) = x2 + y? y gréfica del plano xz

7 Canentwns X0 - Gascionen o

=  GeoGebra Suite Calculadora & Cenbano - < ABRSENON
@ fz=x 2 ! - ]
¥ ¥
g:y=0 !
&

+ Entrada

Fuente: Elaboracion Propia
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Paso 3. Se dio clic en la opcion “Herramientas”, ubicada en la parte superior izquierda vy,
posteriormente, se dio clic en la opcion “Interseccion de dos” que consiste en seleccionar las dos
superficies a interceptar que, en este caso, son la grafica de la ecuacion z = x2 + y? y la gréfica del plano
xz, dando como resultado la traza xz que es una pardbola en dicho plano. Notese que, para que sélo
quede visible la traza, las demas graficas se ocultan dando clic sobre sus respectivas entradas. Ver la
figura B.14(i)-(ii).

Figura B.14(i)-(ii) Interseccion de la grafica de z = x? + y? y del plano xz

(i) Se dio clic en “Herramientas”, luego en “Interseccion de dos”, y se seleccionaron tanto la grafica
de z = x2 + y? como la del plano xz

ffz=x*+y? " o

g:y=20

c ! IntersecaReco
X ={0,0,0)+

Fuente: Elaboracion Propia

Para mas informacion, se puede consultar el manual de GeoGebra disponible en
https://wiki.geogebra.org/es/Manual



https://wiki.geogebra.org/es/Manual
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Apéndice C. Respuestas de los Ejercicios Propuestos
Capitulo 1. Funciones de Varias Variables

1. El dominio de f(x,y) = 6x* — 3x%y + y — 5 es Domf = R? y es una funcién polinomial.

1
x%+y?+z?

2. El dominio de f(x,y,z) =
racional.

es Domf = {(x,y,z) € R3|(x,y,z) # (0,0,0)}y es una funcion

3. El dominio de f(x,y) = (xseny,y cos x) es Domf = R? y no es una funcion polinomial, ni racional,
ni definida a trozos.

e*V—-z
x%+y?%+1

4. El dominio de f(x,y,z) =
definida a trozos.

es Domf = R3 y no es una funcién polinomial, ni racional, ni

5. El dominio de f(x,y) = In(xy — 1) es Domf = {(x,y) € R?|]xy —1 > 0} y no es una funcion
polinomial, ni racional, ni definida a trozos.

4__4
6. El dominio de f(x,y) = 12+;2 es Domf = {(x,y) € R%|(x,y) # (0,0)} y es una funcién racional.
7. El dominio de f(x,y) = % es Domf ={(x,y) ER?|x =0, x #4} y no es una funcién
polinomial, ni racional, ni definida a trozos.

8. El dominio de f(x,y,2)= (xy,é,w/xz + y? +ZZ,Z—y) estda dado por Domf =
{(x,y,2) € R3|xz # 0} y no es una funcion polinomial, ni racional, ni definida a trozos.

9. EI dominio de f(x,y) = —~2_es Domf = {(x,y) € R%|(x,y) # (0,0)} y es una funcion racional.

(x6+y2)2

10. El dominio de f(x,v,z) =/5x2—3y2+2z2—49 estd dado por Domf =
{(x,y,2z) € R¥|5x% —3y? + 22 — 49 > 0}y no es una funcion polinomial, ni racional, ni definida a
trozos.

11. El dominio de f(x,y,z) = Se"i’;—{):ﬁ es Domf = {(x,y,z) € R3]z > 0} y no es una funcion

polinomial, ni racional, ni definida a trozos.

1-xy?+x?

12. El dominio de f(x,y) = Tyt
funcidon polinomial, ni racional, ni definida a trozos.

es Domf = {(x,y) € R?|36 —x? —y? >0} y no es una

x2

13. EI dominio de f(x,y,z) = |z St (%¥:2) # (0.00)

si (x,y,z) =(0,0,0)

es Domf = R3 y es una funcion

definida a trozos.

14. (a) La grafica de la funcion f(x,y) = y? — x? se muestra en la figura C.1.



Figura C.1 Gréficade f(x,y) = y? — x?

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

(b) Las trazas se establecen en la tabla C.1.

Traza Ecuacion de la traza Descripcion de la traza

Tabla C.1 Trazas de f(x,y) = y? — x?

xy y2—x2=0 Dos rectas, una de ecuacion y = x y la otra de ecuaciéon y = —x
(z=0)
Paralela a xy y2—x?2=1 Hipérbola con centro en el origen y eje transversal paralelo al eje y
(z=1)
Paralela a xy x2—y?=1 Hipérbola con centro en el origen y eje transversal paralelo al eje x
(z=-1)
Xz z=—x? Parabola en el plano xz que abre hacia abajo y con vértice en el origen
(y=0)
vz z=y? Parabola en el plano yz que abre hacia arriba y con vértice en el origen
(x=0)

Fuente: Elaboracion Propia

(c) Las gréficas de las trazas se muestran en la figura C.2(i)-(x).

Figura C.2(i)-(x) Graficas de las trazas de f(x,y) = y? — x?

(i) Traza xy en el sistema de coordenadas tridimensional
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(i) Traza xy en el plano xy

y=-%

B 8 10 1 12 131 14

(ii1) Traza con el plano z = 1 en el sistema de coordenadas tridimensional

5tz
4
3 Hipérbola: y* - x* = 1
2
‘.8—‘_7 6 = 1
'--.‘._"___...2 5
1.8
4 3.2
6 8%~ 4
g L~

P
1 2 3 4 8 6 7 6 8 10 11 12 13 14

(v) Traza con el plano z = —1 en el sistema de coordenada tridimensional

)
5§z
4l
3l
zl Hipérbola: x*-y* =1
K]
ot 8 .5 4 1 5 _5_'_7‘__.—
e I '2';3’_,_.
5 E.z"" {2—_‘3_ 4 5
g 7 8 2 1 s 7—‘
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(vi) Trazaconel plano z = —1enel plano z = -1

- — —— - —
~-4-13~-12~-11-10 -8 -8 -7 ~6 ~§ -4 -3 -2 0 2 3 4 5 & 7T B 9 10 1 12 11 4

Y

1 Z

Parabola: z = - x2

(viii) Traza xz en el plano xz

L - T

z=-x

— —
~-14-13-12-11-10 -8 -8 -7 ~6 ~§ 4 -3 -2 ~ 1 2 3 4 & 6 7 B 9 10 #1 12 11 4
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(ix) Traza yz en el sistema de coordenadas tridimensional

(x) Traza yz en el plano yz

*

“- M W A o @

— s -
4 -A3-12-11-10 8 -8 -7 6 6 4 -3 -2 10| 1 2 3 4 & & 7 0 9 10 11 12 11 14
-1

-2
-3
-4
-5
-6

aY

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D y GeoGebra Cléasico
15. (a) La grafica de la funcion g(x,y) = exp(x? + y?) se muestra en la figura C.3.

Figura C.3 Gréficade g(x,y) = exp(x? + y?)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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(b) Las trazas se establecen en la tabla C.2.

Tabla C.2 Trazas de g(x,y) = exp(x? + y?)

Traza | Ecuacion de latraza | Descripcion de la traza

( xy \ e’ =0 No existe la traza, pues eXtv% > 0 para todo (x,y) € R?
z=0
Paralela a xy eX* v =1 Origen (0,0) enel planoz =1
(z=1)
Paralela a xy ey’ = 4 Circunferencia en el plano z = 4 de ecuacién
(z=4) x:+y%=In4
Xz 7 =e*’ Curva exponencial en el plano xz
(y=0)
yz 7 =¥ Curva exponencial en el plano yz
(x=0)

Fuente: Elaboracion Propia
(c) Las gréficas de las trazas se muestran en la figura C.4(i)-(viii).
Figura C.4(i)-(viii) Gréaficas de las trazas de g(x,y) = exp(x? + y?)
(i) Traza con el plano z = 1 en el sistema de coordenadas tridimensional
s},
4

3

2
Punto: (0, 0, 1)

T . e 5 6 138
W«‘b 0 a -2 -3 4 5
4 3 3 4 5
6 3 6 7
8 J -1 — 3
X 2 y

(if) Trazaconel planoz = 1enelplanoz =1

"W

“- N W s o =

14-13-12-11-10 -8 -8 -7 ~6 -5 -4 -3 -2 -10] 1 2 3 4 & 6 7 0 9 10 4 12 13 14
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(ii1) Traza con el plano z = 4 en el sistema de coordenadas tridimensional

. Circunferencia: x* + y? = In4

A
51,

(iv) Trazacon el plano z = 4 en el plano z = 4

Y

]

5

4

3

2

ey =1In(4)

- e I e
14 =13 1211 -10 -8 ~8 ~7 ~6 ~5 -4 -3 ~2 A1 0 2 1 4 5 6 7T B 9 10 11 12 11 14

Y

(v) Traza xz en el sistema de coordenadas tridimensional

Curva exponencial: z = exp(x?)
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(vi) Traza xz en el plano xz

A

-“3-2-1-10-9 8 -7 6 -6 4 =3 -2 <10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
-1

-
-

~2
-3
-4
-5
-4

Y

(vii) Traza yz en el sistema de coordenadas tridimensional

Curva exponencial: z = exp(y?)

(viii) Traza yz en el plano yz

121108 8 7 % 6 4 3 210 1 2 3 4 5 6 7 8 8 1011 1213 14
-1
-2
-3
-4
-5
-

Y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D y GeoGebra Cléasico
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16. (a) La gréfica de la funcion h(x,y) = sen(x + y) se muestra en la figura C.5.

Figura C.5 Gréficade h(x,y) = sen(x + y)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
(b) Las trazas se establecen en la tabla C.3.

Tabla C.3 Trazas de h(x,y) = sen(x + y)

Traza | Ecuacién de la traza Descripcion de la traza

xy sen(x +y) =0 Rectas de ecuacion y = km — x, donde k es un entero
(z=0)

Xz Z = senx Curva senoidal en el plano xz
(y=0)

vz z = seny Curva senoidal en el plano yz
(x=0)

Fuente: Elaboracién Propia
(c) Las gréficas de las trazas se muestran en la figura C.6(i)-(vi).
Figura C.6(i)-(vi) Gréficas de las trazas de h(x,y) = sen(x + y)

(i) Traza xy en el sistema de coordenadas tridimensional

5“
4; Rectasy=km-x
3
7 g P
\i‘i 4
3 1 -3
- -11
2 3 2 4 : 2 3 )
6 2 -2 \5\6 2
T R




(i) Traza xy en el plano xy

>

14 =13 N2 11 =10

(iii) Traza xz en el sistema de coordenadas tridimensional

Curva senoidal: z = senx
: )
51,

"3

225
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(v) Traza yz en el sistema de coordenadas tridimensional

Curva senoidal; z = seny

b
51,

7 ‘v

=

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D y GeoGebra Cléasico
17.Sif(t) =Int y g(x,y,z) = x*> + y2 + z% + 5, entonces:

@) (feg)(x,y,2) = In(x* + y* + z* +5)
(b) Dom(f o g) = R®

18.Sig(t) =cost y f(x,y) = ﬁ entonces:

1
@) (g ° )(x,y) = cos (m)
(b) Dom(g ° f) = {(x,y) € R?*|x — 3y # 0}
19. V(x,y,z) = xyz representa el volumen de un paralelepipedo rectangular como una funcion de sus

aristas, donde x es su ancho, y su largo y z su altura, medidos en unidades de longitud. Ademas, DomV =
{(x,y,2z) e R3|x >0,y > 0,z > 0} es el dominio de V.

20. A(h,7) = 2nr? + 2nrh representa el area de un cilindro circular recto como una funcién de su altura
hy del radio . Ademés, DomA = {(h,r) € R?|h > 0,r > 0} es el dominio de A.
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Capitulo 2. Limites y Continuidad

2+ 2 ;
——2__existe y es 4.

ol
(x,y)lir(lo,o) JxZ4+yZ+4-2

-

H sz—xy_3y2 . 5
2 (x:Y)lEr(q,—l) 5x24+7xy+2y? existe y es 3
3 lim

T o) 2y O EXISEE.

i x(x-3)
T (xy)=(3,-2) Y2

no existe.

5 j X2V oxiste y es 12
' (x.y)lf(lz.z) x=y y '
6 lim Yx+3y

" (,y)=(9,~1) x—9y?

- 1
existe y es .

x4—y

. im S
(x,y)—(0,0) x*+Yy

4
no existe.

x*+3x2+3y2+y*

» yl)zir(zo 0 existe y es 3.

3
no existe.

. X
. lim T
(x,y)—(0,0) x> +2y

3,,3

10. lim =2 no existe.
(x,y)~(0,0) x6+y°

11. {(x,y) € R?|x # y} = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién f(x,y) =
exp(x?)

x=y

12.{(x,y) € R?|y = —1,1} = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcion f (x, y) =

x
COS( > ).
ye—1

13. R? = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién f(x,y) =

x3+y
x2+41°

14. {(x,y) € R?|1 — x2 — y? > 0} = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién

flx,y) = ln(wll —x?% — yz).

15. R? = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funciéon a trozos f(x,y) =
4 4
{" s (x,y) # (0,0)

x2+y2

0 si (xy)=(0,0)

16. {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)} # Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién a
x2-2y% .

trozos f(x,y) = {xz+yz si (xy) # (0,0).

0 si (xy)=1(0,0)

17. {(x,y) € R?|25 — x2 — y%2 > 0} = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién

fy) = —%
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18. {(x,y) € R?|x? — 2y? + 5 > 0} = Domf es el conjunto mas grande donde es continua la funcién

— Xy
f(x'y) _\/m-

2 2
19. f(x,y) = xxz tiene una discontinuidad removible en (0,0).
20. f(x,y) = #}iwz tiene una discontinuidad esencial en (0,0).
6xy?-2y3 .. . .. .
21. f(x,y) = ———tiene una discontinuidad removible en (0,0).

x2+y2

4
22. f(x,y) = xzex y3 tiene una discontinuidad esencial en (0,0).

+y




Capitulo 3. Derivadas Parciales y Diferenciabilidad

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Z—ﬁ(x,y) = 5x*y3 — 2xy + 5y
af _ 1

a(x'y) - zy

af 1

) E(x’y) = J2x+5y

. Z—];(x,y) = (3x% + 2x + 3y%)e3*
of _ 2

.5, (6 y) = sen(y®)

of _z2

a(xry) ~x

of _ 3lnGy))?
" 9x (xry) -

X

. %(x, y) = [cos(x’y) — 2xysen(x*y)]e*™
2 (x,y) = )
ax (x*+y*)?
Z—ﬁ x,y) = —z,l;y
L y)=- N%—y
g_i(x’y) — 3e3x+5y
z_i(x, y) = —2cosxsenxsen(2y)
L (x,) = ==
z_£ (x,y) = —ysen(xy) + cosy
2 (x,y) = e*Iny
2 (xy) = ye Y (x + 1)
Z_ﬁ(x, y) = 2xcos(x? + 1)
5_f( y) = xtytaxty’-y®
ax (x2+y?)?

Z—f}(x,y) = 3x5y? —x? + 5x

or -
E(x)y) -

xy?2

5

of _
oy Cx, y) ~ 2/2x+5y

of _ 3x
ay (X, }’) - Zye
z—f,(x»J’) = nycos(yz)

of _ 2
3y (x,y) = —5sec*(5y)

of _ 3lnGy))?
5y V) "

¥ x,y) = —[cos(x*y) + x*sen(x*y)]e*™
dy

af _ 2

af _ 5x%(x*-3y*%)
ay V) = G

 (xy) = L
ay (x’y) - xzy

or -
dy (x; 3’) - 2 r_xy3

a_f — 3x+5y
% (x,y) = 5e

Z—g (x,y) = 2 cos? x cos(2y)

x3

or —
3y (x,y) = v
Z_; (x,y) = —xsen(xy) — xseny

of _ &
ay(xJ’) - y

of — XV (] —
5y oY) =xe* (1 -y)

of B
3y (x,y) =2y

x5—ax3y?—xy*

9f _
oy (x,y) = (x2+y?2)?

229
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21. Z—z (2,—1) = —12 es la pendiente en la direccion del eje x.
z—; (2,—1) = 4 es la pendiente en la direccion del eje y.

22, Z—; (1,2) = 4 es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie z = x2 +
y? con el plano x = 1, en el punto (1,2, 5). En la figura C.7, se muestra la grafica correspondiente.

Figura C.7 Gréfica de z = x? + y?, del plano x = 1 y de la recta tangente a la curva de interseccion
en el punto (1,2,5)

§ “o— " 3
7 8~

-

“" Plano: x=1
2

Rlecta tangente

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
Donde la curva de interseccion de la superficie z = x2 + y2 con el plano x = 1 es la parabola de
ecuacion z = y2 + 1, que se obtiene de sustituir x = 1 en la ecuacion z = x2 + y2. La gréfica de dicha
curva se muestra en la figura C.8.

Figura C.8 Gréfica de la curva de interseccion z = y2 + 1y de la recta tangente a ésta en el punto
(1,2,5)

(1.2.5)

2 J 4

£
<
@

Plano: x = 1 Y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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23. g—z (2,1) = — ? en °C/m, es larazon de cambio de la temperatura respecto a la distancia, recorrida
a lo largo de la placa en la direccién positiva del eje x, en el punto (2,1).

Z—JT/ 21)=- 19—0 en °C/m, es larazén de cambio de la temperatura respecto a la distancia, recorrida a lo
largo de la placa en la direccion positiva del eje y, en el punto (2,1).

av 25 . . p .
24, o (12,5) = T” en in3/in, es la razon de cambio del volumen respecto a la altura, cuando la altura
esh=12inyelradioesr =5 in.

25. Z—; (200,150) = % en lb/in? por K, es la razén de cambio de la presion respecto a la temperatura,
cuando la temperaturaes T = 200 K y el volumen es V = 150 in3.
2—5(200,150) = —%, en lb/in? por in3, es la razén de cambio de la presion respecto al volumen,
cuando la temperaturaes T = 200 K y el volumen es V = 150 in3.

26. El conjunto mas grande donde f(x,y,2) = (x2 + y? + z2)~ /2 es diferenciable es su dominio
{(x,v,2) € R3|(x,v,2) # (0,0,0)} y su derivada es la matriz Jacobiana:

x y z
Df(xy.z) = VO2+y2+22)3  J2+y2+22)° (2 +y?+22)°

27. El conjunto més grande donde f(x,y,z) = (e? In(x? + y?), xysen(z? + 1)) es diferenciable es su
dominio {(x,y,z) € R3|x? + y2 > 0} y su derivada es la matriz Jacobiana:
2xe? 2ye?
Df(x,y,z) = x? + y? x?+y?
ysen(z? +1) xsen(z?+1) 2xyzcos(z?+1)

e?In(x? +y?)

28. El conjunto més grande donde f (x,y) = (xseny, y?cos(x —y), é) es diferenciable es su dominio
{(x,y) € R?|xy # 0} y su derivada es la matriz Jacobiana:

seny xcosy
—yZsen(x —y) y?sen(x —y) + 2ycos(x —y)
X%y xy?

29. El conjunto més grande donde f(x) = (tan(Zx —-1), e7%, x‘3/2) es diferenciable es su dominio

{fxeR|x >0, cos(2x — 1) # 0} y su derivada es la matriz Jacobiana:
2sec’(2x — 1)

_e_x

Df(x) = 3
2Vxs

30. El conjunto méas grande donde f(x,y)=+1—x%2—vy2 es diferenciable es el conjunto

{(x,y) € R?|1 —x? —y% > 0} # Domf y su derivada es la matriz Jacobiana:
x y

Df(x,y)= _\/1—.7(2_}/2 _\/1_x2_y2

31. El conjunto mas grande donde f(x,y,z)= (z?+ In(xy), e?cos(x? +y?), x?yz?) es
diferenciable es su dominio {(x,y, z) € R3|xy > 0} y su derivada es la matriz Jacobiana:

1 1
- — 2z

X y
—2xe?sen(x? + y?) —2yeZ?sen(x®+y?) e?cos(x?+ y?)
2xyz? x%z? 2x%yz

Df(x,y,z) =



232

32. El conjunto més grande donde f(x,y,z) = (e’cz’flsen(y2 + 2z), xz —y) es diferenciable es su
dominio R3 y su derivada es la matriz Jacobiana:
Df(x,y,2) = [erxz“sen(y2 +22) 2yeX*lcos(y? +2z) 2e**lcos(y? + 22)

z -1 X

33. El conjunto més grande donde f(x,y) = (,/x2+y2, %y) es diferenciable es su dominio

X
{(x,y) € R?|x —y # 0} y su derivada es la matriz Jacobiana:
x y

|V +y? Ja? 42|

Df(x,y) =

[‘ (x—ly)z (x —1y>2J

x2y? ,
34. Para demostrar que la funcién f(x,y) = {x4+y4 st (xy)# (00)
0 si (x,y) =(0,0)

basta con verificar que es discontinua en (0,0). En efecto, el limite : l)irr(l0 0)f(x, y) =
x,y)—0,

no es diferenciable en (0,0)

. xzyz
(x.yl)lir(l0.0) x*+y*
no existe, puesto que f (x, y) se aproximaa 0 cuando (x, y) tiende a (0,0) por los ejes coordenados, pero
se aproxima a%cuando (x,y) tiende a (0,0) por la recta identidad; de aqui que, f es discontinua en (0,0).
Luego, por la Contrapositiva de “Diferenciabilidad implica Continuidad”: f no es diferenciable en (0,0).

35. Por la regla de la cadena se tiene que D(f o g)(t) = [—2e~t(cost + sent)]; 0 bien: (f o g)'(t) =
—2e " (cost + sent)

36. Por laregla de la cadena se tiene que:D(f o g)(x,y,2) = [2xy? — 2ze™%*%2 2x%y 4z3 — 2xe 7]

e?4+1 e?-1

37. Por la regla de la cadena se tiene que: D(f o g)(1,1) = [ 9 1t

38. Por la regla de la cadena se tiene que:

ou
—(r,s) = 6r + 10s
oar

ou
—(r,s) =10r — 16s
ds

39. La temperatura cambia con respecto al tiempo a una tasa de —3 °C /min.
40. El volumen aumenta con respecto al tiempo a una tasa de 7.6mr m3 /min.
41. La tasa de cambio del volumen con respecto al tiempo es de —0.0831 L/s.

42. La derivada direccional de f(x,y,z) = x?z + 2y3 enel punto P = (1,1,2) en la direccién del vector
1 2 16
v = (ﬁ’\/_g’o) es ﬁ

43. La derivada direccional de f(x,y,z) = e ™ + y enel punto P = (1,1,1) en la direccion del vector
2+e
v = (1, —1,1) es —E.

44. Una ecuacion del plano tangente al elipsoide x? + 4y? + z2 = 25 enel punto (0,2,3) es 8y + 3z =
25. Ver la gréafica en la figura C.9.
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Figura C.9 Gréfica de x% + 4y? + z2 = 25 y de su plano tangente en el punto (0,2,3)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

45. Una ecuacion del plano tangente al paraboloide hiperbélico z = x? — y2 en el punto (2,—1,3) es
4x + 2y — z— 3 = 0. Ver la gréfica en la figura C.10.

Figura C.10 Gréfica de z = x? — y? y de su plano tangente en el punto (2, —1,3)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D



Capitulo 4. Derivadas de Orden Superior

1.Sif(x,y) = yi + =, entonces:
d2f

Hayn=2
1 2y /
Tan=5-2
\ 6y6x( y)__ (i+3%)
/ a_];(x’y):_4.
Tayy=5-%
oy 'y T x2 y3 \
Ly =-2(+3)
daxdy y3
2.Si f(x,y) = —2Y__ entonces:

( 24 2)2’

0%f _
ﬁ(x:Y) -

af _ y(y?-3x2)
ox (x' }/) T (x2+y2)3

af _ x(x%-3y?)
dy (xy) = (x2+y2)3

VAR /\

3.Sif(x,y) = M entonces:

+y)
af ) = v2(4-2xy-x?)
ax V"’ - 2(x+y)? \

az_f(x'y) = -

/V ay?

of _ x2(4-2xy-y?)
_(x ) o 2(x+y)?

6x6y

2f _
m(x,}’) =

d2f _
a—yz(x,}’) =

d2f _
@(x,)’) =

axz( X,y) = —

2T (x,y) =

12xy(x2-y?)

(x2 +y2)4-

3(6x2y2—x4—y4)
(x2+y2)4

12xy(y?-x?)
(xz +y2)4-

3(6x2y2—x4—y4)

(x2 +y2)4-

y2(y%+4)
(x+y)3

0%f ( ) _ xy(4-3xy-x%-y?)
dydx -

(x+y)3

x?(x%+4)
(x+y)3

xy(4—3xy—x2-y?)
(x+y)3

234



4.Si f(x,y) = xe3 + 5x?%y, entonces:

62
=L (xy) = 10y

/'

of — 3y
™ (x,y) =e> + 10xy

\ o°f (x,y) = 3e3 + 10x

dyox

s — Oy p3Y
2772 (x,y) = 9xe

Z—f}(x,y) = 3xe3Y + 5x?
\‘ az—f(x,y) = 3e3 + 10x

dxdy

5.Si f(x,y) = e*sen(2y) + In(xy), entonces:

o*f — X -1
e (x,y) = e*sen(2y) =

9f — X 1

o (x,y) = e*sen(2y) + " 2
o°f
dyodx

(x,y) = 2e* cos(2y)

a2 1
6_3/]; (x,y) = —4e*sen(2y) — 7
of — DX 1
% (x,y) = 2e*cos(2y) + "

\‘ az—f(x, y) = 2e* cos(2y)

oxdy

6. Si f(x,y) = cos(x?y?), entonces:

o%f
dx2

(x,y) = —4x?y°cos(x?y?) — 2y3sen(x?*y?)

or (x,y) = —2xy3sen(x?y?)

ax
62
= ayafx (x,y) = —6x3y5cos(x?y?) — 6xy?sen(x?y?)

62
a—y];(x, y) = —9x*y*cos(x?y3) — 6x2ysen(x?y?)
of — _2.2.2 2.3
(x,y) = —3x“y*sen(x*y>)

ay
62
s ﬁ (x,y) = —6x3y°cos(x?y?) — 6xy?sen(x?y?)

7.Si f(x,y) = e + 2x5y*, entonces:
o*f
/ dx2

L (x,y) = —y?e™" + 10x*y*

2
o L (x,y) = 2xy%e ™" — 2ye™" 4+ 40x%y?

(x,y) = y“e"‘y2 + 40x3y*
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T (x,y) = 4x2y2e™" — 2xe™*V" 4 24x5y?
/ayz ,y) = 4x?y?e xe x>y

Z—;(x,y) = —2xye™" ¢ 8x5y3\A
0%f

dxdy

(x,y) = 2xy3e™" — 2ye~¥* 4 40x*y3

8. Si f(x,y) = tan(x — 2y), entonces:

2
% (x,y) = 2tan(x — 2y) sec?®(x — 2y)

\

z—]; (x,y) = sec?(x — 2y)

~

o - _ _ 20y —
Syon (x,y) = —4tan(x — 2y) sec*(x — 2y)

a%f

Fres (x,y) = 8tan(x — 2y) sec?(x — 2y)

j—ﬁ(x,y) = —2sec?(x — 2y)

/ N\

o2 - _ _ 20y
%0y (x,y) = —4tan(x — 2y) sec*(x — 2y)
o3f _ 9%f
0zaydx  0xdydz

9. Sif(x,y,z) = ze™ + x%yz3, entonces = xye ™ — e ™Y + 6xz°.

10. La funcién f(x,y) = e*seny si es armonica puesto que es de clase C? (sus derivadas parciales de

2 2
segundo orden son continuas) y es tal que: % + Z—y’; = e*seny + (—e*seny) = 0.

11. Si f(x,y) = 1 — x? — y?, entonces:

(@) (0,0) es el Unico punto critico de f.

(b) f alcanza un maximo local en (0,0) y vale 1. En la gréfica, (0,0,1) es un punto méximo local. Ver la
figura C.11.

Figura C.11 La funcion f(x,y) = 1 — x? — y? alcanza un maximo local en (0,0) y vale 1

)
1z

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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12.Si f(x,y) = x? + y? + 5xy, entonces:

(@) (0,0) es el anico punto critico de f.

(b) f no alcanza ni mé&ximo ni minimo en (0,0); es decir, se trata de un punto silla.
Ver la figura C.12.

Figura C.12 La funcién f(x,y) = x% + y? + 5xy no alcanza un maximo ni un minimo local en (0,0)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

13.Si f(x,y) = 2y* — y? + x* + 3x, entonces:
@) (—% 0), (—%%) y (—% —%) son los puntos criticos de f.
31 3

- ,o- 1 -
(b) f alcanza un minimo local en dos de sus puntos criticos, (— > 5) y (— T 5), y el valor del minimo

en ambos puntos es de — %; mientras que, el punto critico (— % 0) es un punto silla. Ver la figura C.13.

Figura C.13 La funcioén f(x,y) = 2y* — y? + x? + 3x tiene dos puntos minimos locales,
3 1 19 31 19 - 3 9
(-3 -3-%)y (=23 -%) yunpuntosilia (~3,0,-3)

X (-3/2, 1/2, -19/8)
(-312, -1/2, -19/8)

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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14. Si f(x,y) = \/x% + y% + 1, entonces:
(@) (0,0) es el Unico punto critico de f.
(b) f alcanza un minimo local en (0,0) y vale 1. En la grafica, (0,0,1) es un punto minimo local. Ver la

figura C.14.

Figura C.14 La funcion f (x,y) = y/x% + y2 + 1 alcanza un minimo local en (0,0) y vale 1

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

15. Si f(x,y) = ycosx, entonces:

@ {((Zk;ﬂ”,o)eRﬂkentero} es el conjunto de puntos criticos de f; por ejemplo,

T T 3T 3 51 51 .
(;, 0) , (— > O) , _(?, O_) , (—_7, O) , (7, O) , (— > O) _son alguno§ puntos criticos de f. _
(b) f no alcanza ni m&ximo ni minimo en sus puntos criticos; es decir, cada uno de sus puntos criticos es
un punto silla. Ver la figura C.15.

Figura C.15 Para la funcion f(x,y) = ycosx todos sus puntos criticos son puntos silla, como

(G-0).(=50).(50).(=59)

Fuente:Elaboracién Propia con GeoGebra 3D
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16. Si f(x,y) = In(2 + x? + y?), entonces:

(@) (0,0) es el anico punto critico de f.

(b) f alcanza un minimo local en (0,0) y vale In2. En la gréfica, (0,0, [n2) es un punto minimo local.
Ver la figura C.16.

Figura C.16 La funcion f(x,y) = In(2 + x? + y?) alcanza un minimo local en (0,0) y vale [n2

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

17. Si f(x,y) = e****=¥* entonces:

(@) (0,0) es el tnico punto critico de f.

(b) f no alcanza ni maximo ni minimo en (0,0); es decir, se trata de un punto silla.
Ver la figura C.17.

. -/ 2_4,2 S . s
Figura C.17 La funcion f (x,y) = e***"~¥" no alcanza un maximo ni un minimo local en (0,0)

y

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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18. Si f(x,y) = e1™**=* entonces:

(@) (0,0) es el anico punto critico de f.

(b) f alcanza un méaximo local en (0,0) y vale e. En la gréfica, (0,0, e) es un punto méximo local. Ver
la figura C.18.

Figura C.18 La funcion f(x,y) = e'~**=¥* alcanza un méaximo local en (0,0) y vale e

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D

19. Las dimensiones necesarias para que la caja tenga un volumen maximo son: 12 cm de largo, 12 cm
de ancho y 12 cm de profundidad o altura.

20. El costo minimo para la construccion del tanque es de 576 ddlares.

1 11 13)
)

21. El punto del plano 2x —y + z = 1 que se encuentra mas cercano al punto (—2,3,1) es (3 o

siendo la distancia minima igual a \/%. Ver la figura C.19.

Figura C.19 Gréfica del plano 2x —y + z = 1, donde (1 L 13) es el punto mas cercano a (—2,3,1)

(1/3,11/6,13/6)

e (-2,3,1)
.3-4 5 -6 -7
6

Fuente: Elaboracion Propia con GeoGebra 3D
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